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1 はじめに

1990年以降、マルコフ連鎖モンテカルロ法 (Markov chain Monte Carlo, MCMC)は統計学の分野で
研究が進み現在では多くの実証分析で応用されている。この手法はベイズ統計学で事後分布や事後確率
の計算を行うためのシミュレーションの方法である。ベイズ推論においてはもとの密度関数自体が複雑
でなくても共役でない事前分布を用いると事後分布の形が複雑になったり、また未知母数の個数が非常
に多いときにはひとつでも分布型が複雑なものがあれば周辺事後分布の積分の計算が困難になることが
多い。このような場合、これまでは高速な大型の計算機を利用することができなければ数値積分により
計算することができなかった。この問題を解決するために 1990年代になって事後分布をシミュレーショ
ンによって求めるという方法が積極的にとりあげられ、その理論的な裏付けも急速に進められてきた。
その方法にはギブスサンプラー、M-Hアルゴリズム、データ拡大法、代替サンプリングなどがある
が、現在はマルコフ連鎖モンテカルロ法と総称している。これらの方法は、Geman and Geman (1984)
が画像復元のために使用したギブスサンプラーをGelfand and Smith (1990)が離散分布から連続分布に
拡張して事後分布を求める方法の主流となってきた。本稿ではまず第 2章でMCMCの基本となるモン
テカルロ法を説明し、第 3章でマルコフ連鎖モンテカルロ法の概略について説明する。第 4章,第 5章で
もっともよく使われている手法のギブスサンプラーとM-Hアルゴリズムを紹介する。さらに第 6章では
収束に関する諸問題をとりあげ、収束の判定方法、判断基準、収束を加速する方法について紹介し、第 7
章では収束に関する理論的結果を説明する。最後に第 8章で得られた標本に基づいてどのような推論を
行うか、モデル選択のためのベイズ比の計算をどうすればよいかを説明する。

2 モンテカルロ法の基礎

2.1 よく使われる乱数の発生方法

モンテカルロ法ではさまざまな乱数を発生させることが必要になるが一様乱数や正規乱数など標準的
な確率分布に従う乱数の発生は多くのソフトウェアで組み込み関数として用意されている1。そこで、こ
こでは、そのような関数の用意されていない確率分布に従う乱数を発生させる方法について紹介する。
特に頻繁に用いられる方法は以下に述べる棄却サンプリングである。

2.1.1 棄却サンプリング

密度関数が π(x) であるような確率分布から乱数を発生させたいが、簡単にはできないということは
しばしば起こる。このとき、正規分布など乱数発生が簡単な確率分布（密度関数を g(x) とする）から
の乱数を利用して π(x) からの乱数発生を行うのが棄却サンプリング (rejection sampling)である。
Acceptance-Rejection sampling (Accept-Reject sampling, A-R法, 受容 -棄却サンプリング)ともい
われる。もし「 g(x) が π(x) > 0 であるようなすべての x について π(x) ≤ cg(x) (ただし c は定
数)」であるならば、

(1) g(x) から乱数 x∗ を、 (0,1)区間上の一様乱数 u をそれぞれ発生させる。
1乱数発生の基本的な参考文献としてはRipley (1987)がよい。
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図 1: π(x) (実線)と cg(x) (点線).
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(2) もし、 u ≤ π(x∗)/cg(x∗) ならば x∗ を π(x) からの標本 (サンプル）として受容し、そうでな
ければ棄却して (1)へ戻る。

とする。 (1)(2)の手順で得られる確率変数 x∗ は π(x) に従う (Ripley, 1987)。このことはベイズの定
理から

p(x|u ≤ π(x)/cg(x)) =
pr(u ≤ π(x)/cg(x)|x)g(x)∫
pr(u ≤ π(x)/cg(x)|x)g(x)dx =

{π(x)/cg(x)}g(x)∫ {π(x)/cg(x)}g(x)dx =
π(x)∫
π(x)dx

= π(x)

であることからも理解できるであろう。
また目標となる密度関数 π(x) の基準化定数がわからなくてもよい。なぜなら π(x) = h(x)/

∫
h(t)dt, c′ =

c
∫
h(t)dt とすると「 π(x) ≤ cg(x)」は 「 h(x) ≤ c′g(x)」「 π(x∗)/cg(x∗)」は「 h(x∗)/c′g(x∗)」

となるからである。
ただし、この手法には次のような問題点がある。第 1は π(x) を上から覆うような cg(x) は必ずし
も容易に見つけられないという問題である。もしそのような g(x) が見つけられない場合には、後の節
で説明するようにさらにM-H法を組み合わせることによってこの問題を解決することになる (5.3.3節)。
第 2に、仮にそのような g(x) が見つかったとしても g(x) の π(x) 対する近似がよくなければ (2)に
おける受容率が低くなり、効率の悪い乱数発生法 (サンプリング法）になる。特に分布のすそにおいて条
件 π(x) ≤ cg(x) が満たされるかどうかは判定が難しいからといって c の値を大きくしてしまうと受容
率が低くなり効率が悪くなる。

例. X ∼ Gamma (2, 1) のとき自由度 1の χ2 乱数を用いて棄却法を行うことができる。 X の密度
関数を π(x) とし、自由度 1の χ2 分布の密度関数を g(x) とすると

π(x) = x exp−x, g(x) =
1√
2π
x−

1
2 exp−x

2
, x > 0

である。ここで

π(x)
g(x)

√
2π

= x
3
2 exp−x

2
≤ 3

3
2 exp−3

2
,

2



図 2: ガンマ分布 (Gamma (2,1))の近似
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であるから、 c =
√

2π3
3
2 exp−3

2 ととればよい。この例の場合、図 2のように 0付近での近似が悪いた
め n = 10000 回の発生で受容率は低く約 34%である。

例. 確率的ボラティリティモデルでは Xt = Zt exp(αt/2) , Zt ∼ N(0, 1) のようなモデルを考える。こ
のとき Xt の密度関数は

f(xt|αt) =
1√
2π

exp

{
−αt

2
− x2

t

2
exp(−αt)

}

である。 αt の事前分布を αt ∼ N(µt, σ
2
t ) として事後分布を求めると

log π(αt|xt, µt, σ
2
t ) =定数− αt

2
− x2

t

2
exp(−αt) − (αt − µt)2

2σ2
t

である。ここで
exp(−αt) ≥ (1 + µt) exp(−µt) − αt exp(−µt)

に注意すると

log π(αt|xt, µt, σ
2
t ) ≤ 定数− αt

2
+
x2

t

2
αt exp(−µt) − (αt − µt)2

2σ2
t

= 定数− (αt − µ∗)2

2σ2
t

, µ∗ = µt + σ2
t {x2

t exp(−µt) − 1}/2,

であり、 g(x) は平均 µ∗, 分散 σ2
t の正規分布の密度関数となる。

2.1.2 適応的棄却サンプリング

指数型分布族をはじめとして特に目標 (target)となる密度関数の対数が凹関数であるときにはGilks
and Wild (1992)による適応的棄却サンプリング (adaptive rejection sampling)という方法があ
る。この手法でも基準化定数は必要ではないので π(x) を目標となる密度関数または、密度関数に比例
する関数とする。そして ∂2 log π(x)/∂x2 < 0 であると仮定する。
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まず π(x) の台 (support)上の n+2 個の点 x0 < x1 < . . . < xn+1 を選び、点集合 Ωn を {x0, x1, . . . ,

xn+1} とおく。次に l(x) = logπ(x) とし、 i = 0, 1, . . . , n について点 (xi, l(xi)) と (xi+1, l(xi+1))
を結ぶ直線 mi(x) を引く。するとこの直線 mi(x) は区間 [xi, xi+1] では l(x) より下にあるが、その
区間の外では l(x) より大きくなっている。そこで

l1,n(x) =

{
mi(x), x ∈ [xi, xi+1], i = 0, 1, . . . , nのとき
−∞, x /∈ [x0, xn+1],

l2,n(x) =




m0(x), x < x0のとき
m1(x), x ∈ [x0, x1]のとき
min(mi−1(x),mi+1(x)), x ∈ [xi, xi+1], i = 1, . . . , n− 1のとき
mn−1(x), x ∈ [xn, xn+1]のとき
mn(x), x > xn+1 のとき

とおくと l1,n(x) ≤ l(x) ≤ l2,n(x) が成り立つ。従って g1,n(x) = exp l1,n(x), g2,n(x) = exp l2,n(x) と
すれば g1,n(x) ≤ f(x) ≤ g2,n(x) が成り立つ。ここで gn(x) = g2,n(x)/

∫
g2,n(x)dx とおくと

(1) gn(x) から乱数 x∗ を、 (0,1)区間上の一様乱数 u をそれぞれ発生させる。

(2) もし、 u ≤ g1,n(x∗)/g2,n(x∗) ならば x∗ を π(x) からの標本として受容し (1)へ戻る。そうで
なければ

(a) もし、 u ≤ π(x∗)/g2,n(x∗) ならば x∗ を π(x) からの標本として受容し、点 x∗ を点集合
Ωn に加えて Ωn+1 = Ωn ∪ x∗ として (1)へ戻る。

(b) そうでなければ x∗ を棄却して (1)に戻る。

gn(x) から乱数を発生させるためには、まずその基準化定数
∫
g2,n(x)dx を求めて直線で区切られた区

間（図 3では 8個。 x1 ∼ x2 と x2 ∼ x3 は区間がさらに 2つに分けられることに注意)の確率を使っ
てまず区間を選び、それから選ばれた区間の中でどの点を選ぶかを一様乱数を使って分布関数から決定
する。
この方法は、 log π(x) が凹関数である場合にはいつでも使うことができ、 n が大きくなるにつれて
乱数のどんどん受容率も高くなっていくという長所がある。しかし、個別の密度関数では例えばモード
のまわりでのテーラー展開による正規近似など別の方法が効率がよい場合もある。またプログラミング
がやや複雑になることもあるので、その適用はケースバイケースで考える必要がある。

2.1.3 SIR法 (Sampling/Importance Resampling)

Rubin (1987a)は一般に公開されているデータを用いて統計的推測を簡単に行うために、欠損値を埋
める方法として SIR (Sampling/Importance Resampling)法を提案した。この方法は、目標とす
る確率密度関数 π(x) と近似密度関数 g(x) との近さの度合いを有限個の点で求め、これを重みにして
再び標本を抽出するため重みつき再サンプリング法 (weighted resampling method)とも呼ばれる。具
体的には

(1) g(x) から M 個の標本 X1, . . . ,XM を発生させる。

4



図 3: l1(x) (実線)と l2(x) (点線). n = 3.
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(2) 重み wj を wj ∝ π(xj)/g(xj), j = 1, 2, . . . ,M, とする。

(3) (x1, . . . , xM ) の中から m(< M) 個の X を復元抽出により確率 Pr(X = xj) = wj/
∑M

i=1 wi

で発生させる。

という方法である。このことは M → ∞ のとき

pr(X ≤ x) =
∑

{i:xi≤x} wi∑M
i=1 wi

=
1
M

∑M
i=1 π(xi)/g(xi)I(xi ≤ x)
1
M

∑M
i=1 π(xi)/g(xi)

→
∫ x
−∞{π(t)/g(t)}g(t)dt∫ {π(t)/g(t)}g(t)dt =

∫ x
−∞ π(t)dt∫
π(t)dt

=
∫ x

−∞
π(t)dt

であることから理解できるであろう。
Rubin (1987a)では未知の母数を θ 、観測されるデータを Y 、観測されないデータ（欠損値）を Z

とし、事後分布から欠損値を発生させるためのアルゴリズムとして以下のように考えた。まず θ の事前
分布を π(θ), θ が与えられたときの (Y,Z) の同時確率密度関数を π(Y, Z|θ), Y が与えられたとき
の (θ, Z) の同時事後密度関数を π(θ, Z|Y ) とする。このとき π(θ,Z |Y ) をよく近似していて、かつ
標本を発生させやすい密度関数 g(θ, Z|Y ) = g(θ|Y )g(Z|θ, Y ) を選ぶ。そして

(1) g(θ, Z|Y ) から M 個の標本 (θj , Zj) (j = 1, 2, . . . ,M) を発生させる。

(2) 重み wj を次のように計算する。

wj = w(θj, Zj|Y ) ∝ π(Y, Zj|θj)π(θj)
g(θj, Zj|Y )

, j = 1, 2, . . . ,M .
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(3) (z1, z2, . . . , zM ) の中から m(< M ) 個の Z を復元抽出により確率 Pr(Z = zj) = wj/
∑M

i=1wi

で発生させる。

もし (θ, Y ) が与えられたときの Z の条件付事後密度が π(Z|θ, Y ) = g(Z|θ, Y ) ならば、 wj は zj

に依存しなくなるから

(i) g(θ|Y ) から M 個の標本 (θj , j = 1, 2, . . . ,M ) を発生させる。

(ii) 重み wj を次のように計算する。

wj = w(θj|Y ) ∝ π(Y |θj)π(θj)
g(θj |Y )

, for j = 1, 2, . . . ,M .

ただし π(Y |θ) は θ が与えられたときの Y の周辺確率密度関数である。

(iii) (θ1, θ2, . . . , θM ) の中から m(< M) 個の θ を復元抽出により確率 Pr(θ = θj) = wj/
∑M

i=1 wi

で発生させ、得られた θ∗j を用いて Z を π(Z|θ∗j , Y ) から発生させる (j = 1, 2, . . . ,m)。

となる。もし wj の分布が非常に歪んでいるならば SIR法による近似は非常に悪くなると考えられるの
で g のとり方を再検討する必要がある。また M/m → ∞ のとき、 m 個の (Z∗

j , θ
∗
j ) の確率密度関

数は

g(θ, Z|Y )w(θ, Z|Y )∫ ∫
g(θ,Z |Y )w(θ, Z|Y )dθdz

=
π(Y, Z|θ)π(θ)∫ ∫
π(Y,Z|θ)π(θ)dθdz

= π(Z, θ|Y )

になるが、Rubin (1987a)は M/m の値の決め方について、欠損している情報の割合に依存するが一
般に 20がよいであろうとしている。Gelfand and Smith (1990)はさらに事後分布 π(Z|Y ) と π(θ|Y )
を

π(Z|Y ) =
∑M

j=1wjπ(Z|Y, θj)∑M
j=1 wj

, π(θ|Y ) =
∑M

j=1 wjπ(θ|Y, zj)∑M
j=1 wj

として求めた。 SIR法の精度は g が事後分布をよく近似しているかどうかに左右されてしまい、後述
する代替サンプリングやギブスサンプリングなどに比べて分布の近似という点で劣っている。

2.2 モンテカルロ積分と重点的サンプリング

積分
∫
k(x)dx の計算方法にはさまざまあるが、 x がベクトルで高次の積分の場合には数値積分に

よる近似方法はあまり正確ではなく、また正確な計算のためには大型計算機が必要であることが多い。
これに対してシミュレーションを応用したモンテカルロ積分では安価なPCを用いて大型計算機と同等
な精度の計算結果を得ることができる。
まず確率変数 X の密度関数を f(x) とし、その台が k(x) の台を含むとしよう。このとき積分を

H =
∫
k(x)dx =

∫
k(x)
f(x)

f(x)dx =
∫
h(x)f(x)dx = E[h(X)], h(x) =

k(x)
f(x)
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と書き換える。すると X1, . . . , Xn ∼ i.i.d. f(x) のとき

Ĥ =
1
n

n∑
i=1

h(Xi)

は H のモーメント推定量になり n→ ∞ のとき大数法則により H に収束する。従ってもし X のあ
る関数 h(X) について、期待値 E(h(X)) =

∫
h(x)f(x)dx を計算したい場合には上述のよう計算すれ

ばよい。
しかし f(x) から標本を発生させることが難しい場合にはどうすればよいだろうか。その場合、モン
テカルロ積分と同様な操作で重みつきサンプリングを以下のように行う。まず乱数を発生させやすい近
似分布 g(x) を用いて

Ef (h(X)) =
∫
h(x)f(x)dx =

∫ (
f(x)
g(x)

h(x)
)
g(x)dx = Eg

[
f(x)
g(x)

h(x)
]

とし、 X1, . . . ,Xn ∼ i.i.d. g(x) のとき

Êf (h(X)) =
1
n

n∑
i=1

f(Xi)
g(Xi)

h(Xi)

とすればよい。このような重みつきサンプリングの方法を重点的サンプリング (importance sampling)
という。
ところで確率変数 X,Y の同時確率密度関数を π(x, y) とし Y の周辺確率密度関数 p(y),

p(y) =
∫
π(x, y)dx =

∫
π(y|x)π(x)dx

を求め、 p(y) から標本を発生させたい場合はどうであろうか。もし π(x) から確率変数を簡単に発生
することができるならば

(1) X1, . . . ,Xn ∼ i.i.d. π(x) を発生させる。

(2) p̂(y) = (1/n)
∑n

i=1 π(y|xi) を計算する。

さらに p(y) から標本を発生させるには (2)で p̂(y) の代わりに π(y|xi) から発生させればよい。もし
π(x) から標本を発生させることが難しい場合にはGeweke (1989)は π(x) に近く、標本を発生させや
すい分布 g(x) ( g の台は π の台を含む）を用いて、

(i) X1, . . . ,Xn ∼ i.i.d. g(x) を発生させる。

(ii) p̂(y) =
∑n

i=1 wiπ(y|xi)/
∑n

i=1 wi 、 wi = π(xi)/g(xi) を計算する。

とすると確率１で p̂(y) が p(y) に収束することを証明した。 p(y) からの乱数を発生させるには

(ii) π(y|xi) から Yi を発生させる ( i = 1, . . . ,M)。

(iii) (y1, . . . , yM ) に確率 (w1, . . . , wM ) を与えて乱数を発生させる。

とすればよい。この方法は重みつきブーストラップとも呼ばれ、 M が大きくなるに従い近似がよくな
ることが証明されている (Smith and Gelfand, 1992)。前述したRubin (1987a)の SIR法はこの方法が
もとになっている。
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3 マルコフ連鎖モンテカルロ (Markov Chain Monte Carlo)法

3.1 マルコフ連鎖とは

まず、マルコフ連鎖についてTierney (1994)に従って定義と記号を導入しよう。

定義 3.1.1 不変分布 (invariant distribution) π をもつ定常な (time-homogeneous)マルコフ連鎖とは、
空間 E に値をとる確率変数列 Xn (n ≥ 0) で、推移核 (transition kernel)として次のような P を
もつものである（通常は E は k 次元ユークリッド空間で、 π は σ -有限な測度 µ に関して密度を
もつと仮定される)。すべての可測集合 A について

P (Xn, A) = P{Xn+1 ∈ A|X0, . . . ,Xn}, π(A) =
∫
π(dx)P (x,A)

X0 の分布は連鎖の初期分布であり、 X0 が与えられたときの Xn の条件付き分布は、 Pn を推移核
P を n 回繰り返すことと定義すれば

P{Xn ∈ A|X0} = P n(X0, A)

となる。

※不変分布は確率分布であるときに定常分布 (stationary distribution)とも呼ばれる。

定義 3.1.2 不変分布 π は、すべての可測集合 A について

lim
n→∞P n(x,A) = π(A) for π− almost all x

を満たすとき、連鎖の均衡分布 (equilibrium distribution)と呼ばれる。

定義 3.1.3 不変分布 π をもつマルコフ連鎖は初期状態にかかわらず π が正の確率を与える集合には
いる確率が正であるとき π -既約 ( π -irreducible)であるという。

※連鎖がどんなところから出発しても、何回か反復するうちにどこにでも到着することができる（ただ
し確率密度が正であるようなところ）という性質で, irreducibleという単語は「これ以上は単純化する
ことができない」という意味をもつ。

定義 3.1.4 マルコフ連鎖は、一定の時間間隔で必ず訪れる状態空間があるとき周期的 (periodic)である
といい、そうでないとき非周期的 (aperidoic)であるという。

※非周期的であるとは、例えば空間を 2個以上の集合に分けて周期的にそれらの集合を訪れるというこ
とがないという性質で、事後分布からのサンプリングでは特定の場所ばかりサンプリングしてしまうと
いうことがないということを意味する。

定理 3.1.1 (Tierney, 1994)
マルコフ連鎖 P が (1) π -既約 (2) πP = π (3) 非周期的であるとき、 π は唯一の不変分布であり、
また連鎖の均衡分布である。
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この π(x) が我々の求めたい事後分布であり、マルコフ連鎖を反復することにより均衡分布として求め
るのがマルコフ連鎖モンテカルロ法である。マルコフ連鎖モンテカルロ法には大きく分けて代替サンプ
リング、ギブスサンプラー, M-Hアルゴリズムの 3種類とその混合型がある。特によく用いられるのが
ギブスサンプラー, M-Hアルゴリズムであるが、これらについては後の章で説明することとしまず代替
サンプリングについて説明する。

3.2 データ拡大法 /代替サンプリング

Tanner and Wong (1987)によって紹介されたデータ拡大 (data augmentation)法は、代替サン
プリング (substitution sampling)と基本的には同じもので、観測されるデータ Y を観測できない
データ Z によって拡大 (augment)させる手法である。 Y と Z が与えられたとき事後分布 π(θ|Y,Z)
が簡単に計算できるか、乱数の発生が簡単であることを仮定しており、そのアルゴリズムは、次のよう
に与えられる。

(a) 予測分布 π(Z|Y ) に対する現在の近似分布から m 個の標本 z1, z2, . . . , zm を発生させる ( m
は固定された値）。

(b) 得られた zj (j = 1, . . . ,m) を用いて、現在の π(θ|Y ) に対する近似を以下のように事後分布の
混合分布 gi(θ|Y ) として更新する。

gi(θ|Y ) =
1
m

m∑
j=1

π(θ|zj, Y ).

(a1) (b)で得られた gi(θ|Y ) から標本 θ∗ を発生させる。まず m 個の密度関数 π(θ|zj, Y ) , j = 1, . . . ,m
のなかから 1つを確率 1/m で選び、選んだ密度関数を用いて θ∗ を発生させる。

(a2) (a1)で得られた θ∗ を用いて π(Z|θ∗, Y ) から標本 z を発生させて (a1)に戻ることを繰り返す。
標本が z1, . . . , zm と m 個得られたら (b)に戻る。

Rubin (1987b)は z1, z2, . . . , zm をmultiple imputationsと呼び (a), (a1), (a2)を imputation ステッ
プ、 (b)を事後ステップと呼んだ。このようにして得られる標本は、 m の値に関わらず事後分布から
の標本に収束するが、 m の値が大きければ大きいほど gi(θ|Y ) の π(θ|Y ) に対する近似はよくなる。
従って現実の応用においては最初は小さい m の値からはじめて標本経路が安定的になってきたら大き
い m の値に変更してやるとよい。一方、代替サンプリングのアルゴリズムは

(a1) 予測分布 π(Z|Y ) に対する現在の近似分布から m 個の標本 z∗ を発生させる。

(a2) 得られた z∗ を用いて π(θ|z, Y ) から標本 θ∗ を発生させる。

(a3) (a2)で得られた θ∗ を用いて π(Z|θ∗, Y ) から標本 z∗ を発生させて (a2)に戻る。 (a2), (a3)を
i 回反復して最後に得られた標本を (θ(i), Z(i)) とし (a1)に戻る。これを m 回繰り返し m 個の
(θ(i), Z(i)) が得られたら順に (θ(i)

j , Z
(i)
j ) , (j = 1, 2, . . . ,m) とする。
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(b) 得られた (θ(i)
j , Z

(i)
j ) , (j = 1, 2, . . . ,m) を用いて次のように事後分布を推定する。

ˆπ(θ|Y ) =
1
m

m∑
j=1

π(θ|Z(i)
j , Y )

(a1)～ (a3)を反復することは、 m = 1 のデータ拡大法に等しいのでTanner (1993)は連鎖データ拡
大 (chained data augmentation)法と呼んでいる。また次の節で見るようにこの 2変数の代替サンプリ
ングはギブスサンプリングの特別な場合になっている。
この例では θ と Z の 2変数であったが例えば (θ1, θ2, θ3) の 3変数にも容易に拡張できる。Gelfand

and Smith (1990)は、 3変数以上で条件付密度関数が π(θi|θj , j �= i) だけしか知られていない場合
には、代替サンプリングとギブスサンプリングは本質的に収束までの計算時間が同じであること、計算
方法はギブスサンプリングのほうが簡単であるが、 π(θ1|θ2) , π(θ1|θ3) , π(θ1|θ2, θ3) などのようによ
り多くの条件付密度関数が利用可能なときには代替サンプリングが速く収束するだろうことを指摘して
いる。実際の問題への応用では変数の数が多く条件付密度関数の情報が豊富ではないことが多いことか
ら、どちらかといえばギブスサンプラーのほうが有用であるといえるだろう。

4 ギブスサンプラー

4.1 はじめに

ギブスサンプラー (Gibbs sampler)はもともとGeman and Geman (1984)による画像復元のアル
ゴリズムとして知られている。例えば航空写真で撮影された農場の写真から、どこにどのような品種の
作物が栽培されているのかを知りたいとしよう。カメラの性能にもよるが写真は細かいところがぼやけ
ており、画像の劣化が起こっている。従って写真をもとに判断すると、ぼやけた部分の品種を誤ってし
まう可能性がある。そこで写真から得られる品種はノイズを含んだものとしてモデル化し、真の品種を
求めるのである。具体的には農場を２次元の格子点で表し、格子点 i 上の真の品種を µi , 写真から判
断される品種を yi とし、 µi にノイズが加わったものが yi であると考え、 y1, . . . , yn を n 個の格
子点とすると

f(y1, . . . , yn|µ) =
n∏

i=1

f(yi|µ), µ = (µ1, . . . , µn)′,

となる。さらに µ の事前分布としてギブス (Gibbs)分布

π(µ) ∝ exp−βE(µ)

を考える。 E(µ) は µ の関数でエネルギー関数と呼ばれ E(µ) =
∑

i<j I(µi �= µj) と置いた場合、
Pottsモデルといわれる。このようなモデルにおいて yi が与えられたときの µ の事後分布は

π(µ|y) ∝ {exp−βE(µ)} ×
n∏

i=1

f(yi|µ),

となるが、基準化定数を求めるのが難しいなどの問題点をもつ。しかし、 µ\i = (µ1, . . . , µi−1, µi+1, . . . , µn)′

が与えられたときの µi の条件付き分布 π(µi|µ\i, y) は１次元離散分布であり簡単に求まることから条
件付き分布を利用して、事後分布を計算する方法としてギブスサンプラーは考案された。
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Besag (2000)によればギブスサンプラーの考え方自体は古く Suomela (1976)のマルコフ確率場に関
する博士論文（Jyväskylä大学）に遡るという。この手法はいろいろな分野で独立に発見されており、
統計物理学の分野ではCreutz (1979)により（heat bath algorithmとして知られている）、空間統計学
の分野ではRipley (1979)により、またブラウン大学におけるベイズ画像分析の研究でGrenander (1983)
とGeman and Geman (1984)により、発見されている。

Geman and Geman (1984)は離散的な分布であるギブス分布への応用として紹介したためギブスサン
プラーと名付けたが、この手法をGelfand and Smith (1990)が Journal of the American Statistical
Associationのなかで事後分布一般に応用を拡張したため、統計学の分野で広まるようになった。従って
厳密な意味ではギブスサンプラーという言葉は正しくなく、Robert (1994)が提案したようにベイジア
ンサンプラー (Bayesian Sampler)とでもいう方が正しいのだが、現在でもギブスサンプラーという通称
が一般的に用いられている。

4.2 定義

未知の母数を θ = (θ1, . . . , θm)′ , 観測されたデータを Y とすると、事後分布 π(θ|Y ) を求めること
が難しいときに次のように反復的に θ を発生させることにより、事後分布からの標本を得るのが (sys-
tematic scan) ギブスサンプリング (Gibbs sampling)である。

(1) まず初期値として (θ(0)
1 , θ

(0)
2 , . . . , θ

(0)
m ) を適当な分布から発生させる。

(2) θ
(1)
1 を π(θ1|θ(0)

2 , . . . , θ
(0)
m , Y ) から発生させる。

(3) θ
(1)
2 を π(θ2|θ(1)

1 , θ
(0)
3 , . . . , θ

(0)
m , Y ) から発生させる。

(4) θ
(1)
3 を π(θ3|θ(1)

1 , θ
(1)
2 , θ

(0)
4 , . . . , θ

(0)
m , Y ) から発生させる。同様に θ

(1)
4 , . . . , θ

(1)
m を順次発生させ

ていく。

(5) 一般に θ(i) = (θ(i)
1 , θ2,

(i) , . . . , θ
(i)
m ) が得られたら、

(i) θ
(i+1)
1 を π(θ1|θ(i)

2 , . . . , θ
(i)
m , Y ) から発生させる。

(ii) θ
(i+1)
2 を π(θ2|θ(i+1)

1 , θ
(i)
3 , . . . , θ

(i)
m , Y ) から発生させる。

(iii) θ
(i+1)
3 を π(θ3|θ(i+1)

1 , θ
(i+1)
2 , θ

(i)
3 , . . . , θ

(i)
m , Y ) から発生させる。同様に θ

(i+1)
4 , . . . , θ

(i+1)
m を

順次発生せていく。

というように θ(i+1) = (θ(i+1)
1 , θ

(i+1)
2 , . . . , θ

(i+1)
m ) を得るという作業を (i = 1, 2, 3, . . . , ) と繰り

返していく。

このとき θ(0), θ(1), θ(2), . . . は

K(θ(i+1), θ(i)) = π(θ1|θ(i)
2 , . . . , θ(i)

m , Y )
m−1∏
j=2

π(θj|θ(i+1)
1 , . . . , θ

(i+1)
j−1 , θ

(i)
j+1, . . . , θ

(i)
m , Y )

×π(θm|θ(i+1)
1 , . . . , θ

(i+1)
m−1 , Y )
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のように K(θ(i+1), θ(i)) を推移核とするマルコフ連鎖であり、 N → ∞ のとき θ(N) が事後分布 p(θ|Y )
の標本になる。このプロセスを独立に t 回繰り返して θ(N),j(j = 1, 2, . . . , t) が得られたとき (1/t)

∑t
j=1 f(θ(N),j)

が t→ ∞ のとき Eθ[f(θ)|Y ] に収束することが知られている。
例. X1, . . . ,Xn ∼ i.i.d. N(µ, σ2) とし、 µ, σ の事前分布をそれぞれ π(µ) ∝ dµ, π(σ) ∝ dσ/σ

とすると (µ, σ) の事後分布 π(µ, σ|x) は

π(µ, σ|x) ∝ σ−n−1 exp−n(µ−X)2

2σ2

である。 τ = σ−2 とおくと

π(µ, τ |x) ∝ τ
n
2
−1 exp−τn(µ−X)2

2

この事後分布から (µ, τ) の標本を発生させるためには

µ|τ, x ∼ N(X, (nτ)−1), τ |µ, x ∼ Gamma

(
n

2
,

2
n(µ−X)2

)

を交互に発生させればよい。

4.3 格子点ギブスサンプラー

ギブスサンプラーを行うためには条件付分布から標本を簡単に発生できる必要があるが、それが困難
な場合はどうしたらよいであろうか。この問題に対してRitter and Tanner (1992)は次のような格子点
上で行う格子点ギブスサンプラー（Griddy Gibbs sampler）を提案した。 π(θj|θ1, . . . , θj−1, θj+1, . . . , θm, Y )
から標本を抽出することが困難なとき、

(1) 密度関数 π(θj |θ1, . . . , θj−1, θj+1, . . . , θm, Y ) の値を n 個の点 θj1, θj2, . . . , θjn で計算し、その
値を wk (k = 1, 2, . . . , n) とする。

(2) wk (k = 1, 2, . . . , n) を用いて π(θj |θ1, . . . , θj−1, θj+1, . . . , θm, Y ) の分布関数の近似を求める。

(3) (0,1)区間上の一様乱数を発生させ (2)で得られた近似分布関数を用いて標本を発生させる。

つまり、標本の発生が困難な条件付分布については n 個の適当な格子点を選んで分布関数を階段関数や
線形関数で近似するのである。近似分布関数の求めかたは

(i) 密度関数を確率関数 g(θjk) = wk/
∑n

l=1 wl を持つ離散分布で近似する。

(ii) あるいは密度関数を区間ごとに値が一定の密度関数

g(θjk) =
wk∑n

i=1wi(ai+1 − ai)
, xjk ∈ [ak, ak+1] のとき

とする。
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などが考えられる。この方法は密度関数の定数項の値を計算する必要がないが格子点の選び方、格子点
の数により近似精度が大きく左右される。このためRitter and Tanner (1992)では、近似分布関数から
発生したデータの経験分布関数を用いて格子点の位置や数を柔軟に変化させていく適応的格子点 /格子
点成長 (Adaptive Grid/Grid-grower)法を提案している。格子点を用いたギブスサンプラーの収束に関
する理論的な結果は得られていない。

Damien, Wakefield and Walker (1999)は条件付分布からのサンプリングが困難であっても潜在変数
を導入することにより単純なサンプリングに帰着できる場合があることを示しているが、それ以外の場
合では後述する棄却サンプリング連鎖M-Hアルゴリズム (A-R M-H)やGriddy Multiple-Try Metropo-
lisアルゴリズムを用いることになる。

5 M-H (Metropolis-Hastings, メトロポリスーヘイスティングス)アルゴリズム

5.1 はじめに

メトロポリス (Metropolis)アルゴリズムは、もともと統計物理学の分野で相互に作用しあう分子から
なるシステムの均衡状態をシミュレーションするためにMetropolis, Rosenblush, Rosenblush, Teller
and Teller (1953)によって導入されたものである。2統計物理学ではある温度 T で システムが均衡状
態にあるとき、状態が x にある確率はギブス分布

π(x) =
1

Z(T )
exp

(
−E(x)

kT

)

(ただし Z(T ) =
∫

exp(−E(x)/kT )dx, E(x) は x におけるエネルギー関数、 k は既知の定数でボ
ルツマン定数)に従うことが知られている。Metropolis et al. (1953)は、この均衡状態へシステムがた
どりつくまでの過程を次のようにシミュレーションした。まず、温度は T で一定とし、システムがエ
ネルギー E(x) の初期状態 x にあるとする。

(1) ランダムに分子を選んで新しい状態の候補 y を選択する。

(2) この新しい状態の候補 y のエネルギー E(y) が E(x) より小さければ新しい状態として y に移
動し、 y を新しく x として (1)に戻る。

(3) そうでなければ、確率
π(y)
π(x)

= exp
{
−E(y) − E(x)

kT

}

で新しい状態として y に移動し、 y を新しく x として (そうでなければもとの状態 x にとど
まり）、 (1)へ戻る。

そして、この過程を反復していくとやがてある温度 T におけるシステムの均衡状態へたどりつくこと
を示したのである。このアルゴリズムはメトロポリスアルゴリズムと呼ばれ、Hastings (1970)によっ

2Metropolisは第二次大戦中のアメリカで秘密裏に進められた原子爆弾製造計画であるマンハッタンプロジェクトのメン
バーであった。戦後はシカゴ大学で教鞭をとったり、Los Alamos国立研究所の先駆者の一人として高速コンピュータの開発
を行ったりして、モンテカルロ法の研究に貢献したことで知られている。 2000年 10月 17日ニューメキシコ州で、 84歳で亡
くなった。
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てM-H(Metropolis-Hastings,メトロポリスーヘイスティングス)アルゴリズムに一般化され、Peskun
(1973)によって対称な推移行列 P が与えられたとき最適な性質をもつことが示された（定理 2.1.1）。

5.2 一般的な定義

均衡分布 π が µ に関して密度関数をもち、推移核 Q を Q(x, dy) = q(x, y)µ(dy) とする。また
E+ = {x : π(x) > 0} として x /∈ E+ は Q(x,E+) = 1 を満たし π は退化した分布ではないと仮定
する。するとM-H核 PMH は次のように定義される。

PMH(x, dy) = p(x, y)µ(dy) + r(x)δx(dy),

ただし、

p(x, y) =

{
q(x, y)α(x, y), x �= yのとき
0, x = yのとき

r(x) = 1 −
∫
p(x, y)µ(dy),

α(x, y) =


 min

(
π(y)q(y,x)
π(x)q(x,y) , 1

)
, π(x)q(x, y) > 0のとき

1, π(x)q(x, y) = 0のとき

δx(·) は点 x で 1をとり、それ以外では 0である関数である。このM-Hアルゴリズムは、次のように
進められる。

(1) 現在の点が Xn = x であるとき提案された密度 (proposal density) q(x, y) を用いて y を発生
させ Xn+1 の候補とする ( q(x, y) は x が与えられたときの y の条件付密度なので q(y|x) と
書くこともある)。

(2) (1)で得られた y を確率 α(x, y) で Xn+1 として受容する。棄却した場合には Xn+1 = x とす
る。

(3) (1)に戻る。

(2)で用いられる α(x, y) のなかの比を

π(y)q(y, x)
π(x)q(x, y)

=
π(y)/q(x, y)
π(x)/q(y, x)

と書き直してみると、 x , y の 2つの点のうち提案された密度 q に比べて均衡分布の確率密度 π が大
きい方が選ばれる確率が高くなっている。
ここでは π が PMH の不変分布になっているが、 PMH が既約かどうかは q や π に依存してい
る。もし、 PMH が既約で π({x : r(x) > 0}) > 0 ならばアルゴリズムは非周期的となる。以下で
は E = Rk 、 µ はルベーグ測度、 f は E 上の密度関数として具体例を見ていく。
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5.3 いろいろなM-Hアルゴリズム

5.3.1 酔歩連鎖

q(x, y) = f(y − x) のとき、 Y = x+ Z , Z ∼ f(z) となり、推移核 Q は酔歩過程となる。Tier-
ney (1994)は f の例として一様分布や正規分布、多変量 t 分布、 Split- t 分布 (Geweke, 1989)をあ
げている。もし、 f(z) > 0, z ∈ Rk （正符号条件という）ならば PMH は既約で非周期的となり、収
束に関する節で説明するようにマルコフ連鎖は収束する。正符号条件を満たしていなくても f が原点の
近傍で正であり E+ が開集合で連結されていれば、同様に収束する。しかし、一般に収束速度が遅くな
ることが多いので、 Z の分布の分散の最適な大きさについて研究がなされている (Gelman, Gilks and
Roberts, 1996, Roberts, Gelman and Gilks, 1997)。また、代替的な方法として定常分布 π をもつ拡
散過程を離散化することでシミュレーションを行う Langevinアルゴリズムや Langevin-Hastingsアル
ゴリズムがある (Grenander and Miller, 1994, Phillips and Smith, 1996, Stramer and Tweedie, 1997,
Roberts and Rosenthal, 1998a,b)が、収束速度は必ずしも改善されないという指摘がある (Roberts
and Tweedie, 1996)。

5.3.2 独立連鎖

q(x, y) = f(y) のとき、新しい点の候補 y は密度関数 f によって毎回独立に発生させられること
になり、推移核 Q は独立連鎖となる。この場合、新しい候補の点 y を受け入れる確率 α(x, y) が

α(x, y) = min
{
wy

wx
, 1
}
, wx =

π(x)
f(x)

であるが、 wx は重点的サンプリングで g(x) = f(x) としたときの重みであることから、 x より y

の重みのほうが大きいときには必ず y を選択し、そうでないときには重みの比に応じて選択する形に
なっている。このように独立連鎖は重点的サンプリングと関係が深いのでTierney (1994)は f の選択
も自由度の低い多変量 t 分布か Split- t 分布がよいのではないかと指摘している。独立連鎖では E+

上で f が µ に関してほとんど正であるならば PMH は既約で非周期的となりその収束が証明される。
例. 1階の定常な自己回帰過程 yt = φyt−1 + εt, εt ∼ i.i.d. N(0, σ2), t = 1, 2, . . . , n, y0 ∼
N(0, σ2/(1 − φ2)), |φ| < 1 を考える。 σ2 を既知とし、 φ に関する事前分布を π(φ) とおくと、そ
の事後分布は

π(φ|y, σ2) ∝ π(φ)(1− φ2)
1
2 exp−(φ− φ̂)2

2σ̂2
φ

, φ̂ =
∑n

t=1 ytyt−1∑n−1
t=1 y

2
t

, σ̂2
φ =

σ2∑n−1
t=1 y

2
t

,

現在の φ を φx とし、候補 φy を N(φ̂, σ̂2
φ) に従って発生させると、

wy

wx
=
π(φy)(1− φ2

y)
1
2 exp− (φy−φ̂)2

2σ̂2
φ

π(φx)(1 − φ2
x)

1
2 exp− (φx−φ̂)2

2σ̂2
φ

×
exp− (φx−φ̂)2

2σ̂2
φ

exp− (φy−φ̂)2

2σ̂2
φ

=
π(φy)(1− φ2

y)
1
2

π(φx)(1− φ2
x)

1
2

となるので確率

min


π(φy)(1− φ2

y)
1
2

π(φx)(1− φ2
x)

1
2

, 1
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で φy を採択すればよい。

5.3.3 棄却サンプリング連鎖

独立連鎖の１つに棄却サンプリング連鎖がある。これは独立連鎖で f(x) = π(x) としたいが π(x)
からの標本の発生が難しいためにすべての x について π(x) < cg(x) , ( c は正の定数)を満たすような
g(x) を使って棄却サンプリングによって π(x) からの標本の発生を行うものである。しかし、すでに述
べたように棄却サンプリングには g(x) の近似精度の問題、 c の選択の問題がある。そこで、これを修
正して π(x) < cg(x) を仮定せず、 f(x) = min(π(x), cg(x)) として独立連鎖を行えばよい。 f(x)
(基準化定数を考慮すれば f(x)/

∫
f(t)dt )からの標本を発生するには棄却サンプリングを用いて

(1) g(y) から標本 y を発生させる。

(2) (0,1)区間上の一様乱数 u を発生させる。

(3) もし、 u < f(y)/cg(y) ならば y を確率標本として受容し、そうでなければ棄却して (1)へ戻
る。

この場合、すべての x について f(x) < cg(x) であるから、分布のすそに関する問題は生じない。最
初に c を決めるときに π(x) の分布の中心で π(x) < cg(x) となるようにしてやればよいだけである。
しかし標本発生の効率は、 g(x) の π(x) への近似精度に依存していることに変わりはない。収束に関
する結果は、 f(x) = min(π(x), cg(x)) として独立連鎖についての結果がそのままあてはまる。
例.1変量の確率密度関数 π(x) を正規分布で近似することを考える。 l(x) を log π(x) の基準化定数
を除く部分とし、これをある値 µ のまわりで次のようにテーラー展開する ( l(x) は 2階微分可能で l′′(µ) <
0 と仮定する)。

l(x) ≈ l(µ) + (x− µ)l′(µ) +
1
2
(x− µ)2l′′(µ) = h(x)

h(x) を整理すると

h(x) = constant − 1
2vµ

{
x− (µ+ vµl

′(µ))
}2
, vµ = −1/l′′(µ),

という形に書くことができ、ちょうど正規分布の密度関数の形になっている。ここで µ は何でもよいが
サンプリングの効率をよくするためにモードないしモードに近い値であることが望ましい。このとき

(1) A-R Step.

(i) 標本 y ∼ N (µ+ vµl
′(µ), vµ) を発生させる。

(ii) (0,1)区間上の一様乱数 u を発生させる。

(iii) もし、 u < exp{l(y) − h(y) }ならば y を標本として受容し、そうでなければ棄却して (i)
へ戻る。

(2) M-H Step. y を確率

min

{
el(y) min(el(x), eh(x))
el(x) min(el(y), eh(y))

, 1

}
,

で受容する。棄却された場合には、現在の x にとどまる。
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5.3.4 自己回帰連鎖

自己回帰連鎖は酔歩連鎖と独立連鎖のちょうど中間にあたるもので、 q(x, y) = f(y−φx)、つまり、
Y = φx+Z , Z ∼ f(z)、（ただし φ は定数か行列）とするものであり、 φ = 0 であれば酔歩連鎖、
φ = 1 ならば独立連鎖になっている。

5.3.5 格子点連鎖

ギブスサンプラーのところで紹介した格子点による方法では、格子点を十分細かくとらなければなら
なかったが、Tierney (1994)ではM-Hアルゴリズムが、その問題を次のように克服することができる
と指摘している。簡単化のために

(1) 適当な m 個の格子点 x1, x2, . . . , xm を決める。

(2) m 個の格子点のなかから一つ x∗ を確率関数 Pr(X = xi) = π(xi)/
∑m

j=1 π(xj) (i = 1, 2, . . . ,m)
を用いて（SIRのときのように)選択する。

(3) Z を f(z) から標本を発生させ Y = x∗ + Z とする。

このとき q(x, y) , α(x, y) はそれぞれ次のようになる。

q(x, y) =
m∑

i=1

(
π(xi)∑m
j=1 xj

)
f(y − xi), α(x, y) = min

{
π(y)

∑
π(xi)f(x− xi)

π(x)
∑
π(xi)f(y − xi)

, 1
}

この方法が効率的に機能するためには、格子点が分布の台に十分広がっていること、密度関数 f のす
そが十分広がっていることが必要である。格子点のとりかたについてよくわからない場合にはTierney
(1994)は、また現在の標本の点 x を中心にして両側に h ずつの増分で m 個の格子点（従って x −
mh,x− (m− 1)h, . . . , x− h, x, x+ h, . . . , x+ (m− 1)h, x+mh の 2m+ 1 個）の格子点をとること
を提案している。

5.4 ヒットエンドラン・アルゴリズム

π(x) が多峰分布であったり、状態空間が制約された空間であるときに有効な方法に Schmeiser and
Chen (1991)によるヒットエンドラン (hit-and-run)アルゴリズムがある。 x を k 次元ベクトル、
ut を長さが 1の k 次元単位球面上の一様分布をするベクトルとする。最も単純なアルゴリズムでは、
現在の x を xt とすると次の標本 xt+1 は

(1) ut を発生させる。

(2) 実数 λt を f(λt) ∝ π(xt + λtut) から発生させる。

(3) xt+1 = xt + λtut とする。

のようにして発生させる。 (2)の f(λt) のとりかたは他にもあり、また (3)においてもM-Hステップ
を含むものも提案されているが、詳しくはChen, Shao and Ibrahim (2000)などを参照されたい。ヒッ
トエンドラン・アルゴリズムは π(x) の分布が非常に狭い範囲で高い峰をもつような場合には、その部
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分からうまく標本を発生させることができず、収束が遅くなる可能性がある。特に高次元の場合にはそ
ういった危険性が高い。同様なアルゴリズムにGilks, Roberts and George (1994), Roberts and Gilks
(1994)の適応的方向サンプリング (adaptive direction sampling)やGilks, Roberts and Sahu (1998)
がある。

5.5 MTM(Multiple-Try Metropolis)アルゴリズム

通常のM-Hアルゴリズムでは、現在の点 x と候補となる点 y の 2点において提案された密度 q と
均衡分布 π の確率密度の比を比較して標本を発生していたが、 Liu, Liang and Wong (2000)では点の
周囲の情報も集めるために、点 x と y のそれぞれの周囲の点を k 個使って確率密度の比を比較する
方法としてMTM(Multiple-Try Metropolis)アルゴリズムが提案された。
まず、 q(x, y) > 0 である時には必ず q(y, x) > 0 であるような提案密度 q を仮定する。また非負
の対称な関数 λ(x, y) = λ(y, x) > 0 が q(x, y) > 0 のとき必ず λ(x, y) > 0 であるとする。このとき

w(x, y) = π(x)q(x, y)λ(x, y)

と定義する。MTMアルゴリズムは

(1) k 個の候補点 y1, . . . , yk を q(x, ·) から発生させる。
(2) k 個の候補点 y1, . . . , yk のなかから y を

Pr(y = yj) =
w(x, yj)∑k
i=1 w(x, yi)

に従って発生させる。さらに q(y, ·) から k − 1 個の候補 x∗1, . . . , x∗k−1 を発生させ x∗k = x と
おく。

(3) y を確率

α(x, y) = min

(∑k
i=1 w(yi, x)∑k
i=1 w(x∗i , y)

, 1

)
,

で受容し、棄却した場合は x にとどまる。

この方法の応用の 1つとしてGriddy-Gibbs MTM (MTM-Gibbs)アルゴリズムがある。格子点ギブス
サンプラーでは事後分布を近似することによって標本を発生させていたがこれを正確に均衡分布から発
生させることを可能にするものである。 x が p×1 ベクトル x = (x(1), . . . , x(p)) であるとし、 x(i)
を x(j), j �= i が与えられたときに次のようにサンプルする。

(1) T (x(i), y|x−(i)) を推移核とし、 y1, . . . , yk ∼ i.i.d. T (x(i), y|x−(i)) とする。例えば T = 定数
とすると x(i) の定義域が有界のときに yj を定義域で一様に発生させることになり、 T = x(i)+
ε , ε ∼ N(0, σ2) とすると現在の値 x(i) を平均とする正規分布に従って発生させることになる。
ここで

w(yj , x(i)) = π(x(1), . . . , x(i− 1), yj, x(i+ 1), . . . , x(p))T (yj, x(i))λ(yj , x(i))

とおく。
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(2) k 個の候補点 y1, . . . , yk のなかから y を

Pr(y = yj) =
w(x, yj)∑k
i=1 w(x, yi)

に従って発生させる。さらに T (y, .) から k − 1 個の候補 s1, . . . , sk−1 を発生させ sk = x(i)
とおく。

(3) y を確率

α(x, y) = min

(∑k
i=1 w(yi, x(i))∑k

i=1 w(si, y)
, 1

)
,

で受容し、棄却した場合は x(i) にとどまる。

Liu, Liang and Wong (2000)は、MTM-Gibbsの計算時間は格子点ギブスサンプラーのたかだか 2倍
程度であるとしている。MTMにはこの他にもヒットエンドラン・アルゴリズムの修正である random-
ray モンテカルロや適応的方向サンプリング (adaptive direction sampling)の修正である局所最適化
(local optimization-based) MTMなどがある。

5.6 M-Hアルゴリズムとギブスサンプラーの組み合わせ・関係

多変量の均衡分布 π(x) , x = (x1, . . . , xp)′ に対して実際にマルコフ連鎖モンテカルロ法を応用する
場合、M-Hアルゴリズムを一度に行うのは難しい。つまり、現在の値 p× 1 ベクトル x に対して、候
補となるベクトル y を発生させても、提案された密度 q(x, y) が π(y) をよりよく近似していないと
y を棄却する確率が高くなってしまうからである。そこで x の成分 1つ 1つに対して順次M-Hアルゴ
リズムを行うという方法が通常とられる。つまり x−i = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xp)′ として条件付き
分布 π(xi|x−i) に対して順次M-Hアルゴリズムを行っていく。つまり p 個のM-Hアルゴリズムを組
み合わせて次の標本を発生させる方法である。この方法でも得られる標本は均衡分布に収束していくこ
とが知られている。実はギブスサンプラーは成分ごとのM-Hアルゴリズムの特別な場合である。つまり
提案された密度が均衡分布であるような場合であり、M-Hアルゴリズムでは発生させた候補 y を確率
1で受容することになる。
現実の応用においてはギブスサンプラーを行う場合に、条件付き分布から標本を発生させることが難
しいため途中でM-Hアルゴリズムで発生させることが多い。この方法はMüller (1991)により提唱され
たMetropolis within Gibbsとして知られており、M-Hアルゴリズムの部分では 1～ 5回程度の連鎖を
繰り返して条件付き分布から標本を発生させるというものである。しかし現実の応用ではM-Hアルゴリ
ズムを 1回だけ行って次のギブスサンプラーへ移っていくことが多い。その場合ギブスサンプラーが成
分ごとのM-Hアルゴリズムの特別な場合であることを考えれば、この手法はMetropolis within Gibbs
というよりはむしろGibbs within Metropolisともいうべき方法である。
ところで一般に、手法の組あわせかたには混合型と循環型がある。 P1, P2, . . . , Pm をマルコフ推移
核とすると、混合型は正の確率 α1, α2, . . . , αm に従って毎回マルコフ核を確率的に選択する方法で、循
環型は P1, P2, . . . , Pm, P1, P2, . . . のように順番に核を選択して Pm の次に再び P1 に戻って繰り返す
という方法である。混合型の場合、 m 個の核のひとつが既約で非周期的であれば混合核もまた既約で
非周期的になり収束が保証されるが、循環型の場合には必ずしも既約で非周期的にならず、ケースバイ
ケースで調べなくてはいけない。
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6 マルコフ連鎖の収束判定の方法

実際にマルコフ連鎖モンテカルロ法を使うときには標本が均衡分布に収束するまでは、初期値に依存
する期間 (burn-in period, 稼働検査期間)であるとして棄て、それ以降の標本を用いて推論を行うこと
になる。その場合、反復を何回以上行えば初期値に依存せず、均衡分布に収束するのかという問題が生
じる。収束の速度に関する理論の節で述べるように、収束に必要な反復回数を理論的に導く試みはなさ
れているが、実用性に欠けているため現在の段階では、まず反復を行い得られた系列を用いてマルコフ
連鎖が収束しているかどうかを検査するという方法がとられている。ここではそのなかで応用範囲のひ
ろいと思われるものについてとりあげていく。もちろん、Cowles, Roberts and Rosenthal (1999)で指
摘されているようにどの方法も完全ではなく、いくつかの方法を併用しながら、収束の判定をしなくて
はならない。収束の判定手法の包括的なサーベイはRobert and Casella (1999)やMengersen, Robert
and Guihenneuc-Jouyaux (1999)を、実験に基づく比較についてはCowles and Carlin (1996)やBrooks
and Roberts (1999)を参照されたい。

図 4: 真の値は 0.9であるようなパラメータの sample path. 初期値は 0.
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6.1 標本経路は安定的かを判定する方法

6.1.1 時系列プロットによる方法

収束を判定する方法で最も簡単な方法は得られた標本の時系列プロットをつくり、その変動が初期値
に依存せず安定的な動きになっているかどうかで均衡分布に収束したかどうかを判定する方法である。
図 4では最初の 200個は初期値に依存しているが, 300個を過ぎたあたりから均衡分布へ収束を始めたと
考えられる。

6.1.2 Liu and Liu (1993)

Liu and Liu (1993)では、ギブスサンプラーによるマルコフ連鎖の収束を調べるために、まず、ある
分布に基づいて初期値を m 個とりだしそこからそれぞれ別々に連鎖を開始して次のような統計量を計
算する。二つの異なる連鎖、第 i 連鎖と第 j 連鎖の t 回目の反復で得られた θ とマルコフ推移核 K
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を用いて

U (i,j,t) =
π(θ(j,t))K(θ(j,t−1), θ(i,t))
π(θ(i,t))K(θ(j,t−1), θ(j,t))

とする。このとき pt(θ) を反復時点 t における π(θ) への近似分布とすると

E0(U (i,j,t)) = V arπ

(
pt(θ)
π(θ)

)
+ 1

である。つまり U (i,j,t) は π(θ) とその近似分布 pt(θ) との距離尺度の不偏推定量になっている。そこ
で Liu and Liu (1993)は、各反復時点 t で m(m−1) 個の U の対数の平均 logU t を計算して t に
対してプロットして X 軸に平行な直線に近づくならば pt(θ) が π(θ) に収束すると考えた。ほかにも
U の系列を m/2 組のペアに分けてGelman and Rubin (1992)の方法を応用したり、各時点 t での
U の累積分布関数をプロットしたりするなどが提案されている。この方法は π と K が明示的に求ま
る場合に有効で、ギブスサンプラーによるモンテカルロ連鎖などへ応用できる。

6.1.3 ギブスストッパー (Gibbs Stopper)

Ritter and Tanner (1992)は、次のように現在の段階で予測された事後分布と、均衡分布である真の
事後分布の比を用いてギブスサンプラーの収束を判定しようとした。つまり、

wi =
π(θ(i)|y)π(θ(i))

gi(θ(i))

（ただし gi は i 回目の反復のあとの予測された事後分布）として、各反復時点 i で wi の系列につ
いてヒストグラムを作り、分布がある定数に退化するかどうかで収束を判定しようというものである。
ここで

gi(θ) =
∫
K(θ∗, θ)gi−1(θ∗)dθ∗

であるが（K はマルコフ推移核）、積分が困難な場合には m 個の独立なギブスサンプラーによる連
鎖から、

ĝi(θ) =
1
m

m∑
j=1

K(θj , θ)

を用いてもよい。また、ひとつの長い連鎖を m 個の部分に分割してこれを g の推定にあててもよい。
その場合、 K を計算するために条件付分布の基準化定数が必要になる。

6.1.4 Raftery and Lewis (1992a,b, 1996)

Raftery and Lewis (1992a,b, 1996)では、Gelman and Rubin (1992)とは異なり、マルコフ連鎖モ
ンテカルロ法は１つの長いマルコフ連鎖を発生させてそこから k 個おきに標本を抽出するものと想定し
ている。そして以下で説明するような問題において指定した推定の精度を満たすような連鎖の長さ k の
大きさ、初期値に依存している標本の系列の長さ (burn-in期間)を理論的に導いてくれる。
まずマルコフ連鎖 θ の関数 U = f(θ) について累積確率 Pr(U ≤ u|Data) = q （ u は固定され
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た点）の値の 100s% 信頼区間を点推定量 ±r の形で求める問題を考える。 Pr(U ≤ u|Data) の推定
量を作るために Zt = I(Ut ≤ u), (t = 1, 2, . . .) （ I は定義関数)を定義する。 Zt 自体はマルコフ連
鎖ではないので、十分大きな k をとることによって Z

(k)
t = Z1+(t−1)k を近似的にマルコフ連鎖とする

（Raftery and Lewis, 1992aでは厳密な証明は与えられていない）。すると Z
(k)
t は、次のように均衡

分布 π 、推移行列 P で与えられるマルコフ連鎖と考えられる。

π = (π0, π1) = (q, 1 − q) =
(

α

α+ β
,

β

α+ β

)
, P =

(
1 − α α

β 1 − β

)

ここで

P =

(
π0 π1

π0 π1

)
+

(1 − α− β)m

α+ β

(
α −α
−β β

)

であることから Z
(k)
t の系列も初期値に依存するので、最初の m 個を除く必要がある。 Z

(k)
t の確率

関数の値と均衡分布の確率関数の値との差が ε 以下になるように m を定めると

m =
{

log
(
ε(α+ β)

max(α, β)

)}
/ log(1 − α− β)

となるので Z
(k)
t を発生させて m+ 1 個目からの標本を使う。すると Z =

∑m+n
t=m+1 Z

(k)
t /n に中心極

限定理を用いて

Pr[Z − r ≤ q ≤ Z + r] = s, r = z(1−s)/2

√
αβ(2 − α− β)
n(α+ β)3

（ただし、 zα は標準正規分布の 100(1− α)% 点）で与えられる。 r が予め与えられた値になるよう
にするには n を

n =
z2
(1−s)/2

r2
αβ(2 − α− β)

(α+ β)3

ととればよい。 M = mk,N = nk とすると、全体として M + N 個の標本をマルコフ連鎖モンテカ
ルロ法で抽出して、最初の M 個を初期値に依存するものとして棄て、残りの N 個を均衡分布からの
標本とすれば良いことになる。
m、 n の値を決めるためには、 q, r, s, ε については実験者が与えてやらなければならないが k, α, β

については観測値から推定しなくてはならない。そこで、Raftery and Lewis (1992)はまず試験的に与
えられた q, r, s, ε のもとで最小の N = Nmin でマルコフ連鎖モンテカルロ法を行うとした。 N =
Nmin となるのは Zt が互いに独立な場合であると考えられるから、 1 − α = β = π0 = q,M =

0, k = 1 となり、 Nmin =
z2
(1−s)/2

q(1−q)

r2 で与えられる。この Nmin 個のデータから α, β を推定す
る。 k についても、得られた観測値を用いて各 k の値毎に１次のマルコフ過程か 2次のマルコフ過程
かをBIC基準によって選択し、１次のマルコフ過程を選択するような最初の k を求める値とする（Raftery,
1986, Bishop, Fienberg and Holland, 1975)。この推定された α, β, k を用いて M 、 N を計算し必
要ならば最初に発生させた Nmin の系列に付加的にマルコフ連鎖モンテカルロ法を行い、再度 α , β, k

を推定させて M,N を計算する、ということを繰り返して行けばよい。
Raftery and Lewis (1992a)では、主として q = 0.025, s = 0.95, ε = 0.01 をとり、 r については

r = 0.0125 (精度に厳しい場合には r = 0.005 )を勧めている ( Nmin = 600 )。このうち q = 0.025 は
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恣意的であり、実際にはいくつかの異なる q に対して計算をしなくてはならないだろう。この手法は、
すべてのマルコフ連鎖モンテカルロ法について有効であり、またプログラムがFORTRANと Sで書か
れたものがカーネギーメロン大学統計学部の Statlibに公開されている。
ただし、Brooks and Roberts (1999)では、関心の対象が分位数でない限り、この方法は誤って収束
が速いと判断しがちなので適用には注意が必要であるとしている。

6.2 定常分布への収束判定法

6.2.1 Geweke (1992)

Geweke (1992)では θn をマルコフ連鎖、 g をその関数として g のスペクトル密度 Sg(ω) が存在
し、 ω = 0 であるとき

gn − E[g(θ)]√
Sg(0)/n

⇒ N(0, 1), gn =
1
n

n∑
i=1

g(θ(i))

であることを利用して、次のような手順で連鎖の収束を判定するものである。この仮定が満たされる限
り、この方法はすべてのマルコフ連鎖に適用できる。

(1) θ(i) (i = 1, 2, . . . , n) を発生させ、 gn1 = 1
n1

∑n1
i=1 g(θ

(i)) , gn2 = 1
n2

∑n
i=n−n2+1 g(θ

(i)) を計
算する（通常 n1 = 0.1n, n2 = 0.5n とする）。

(2) 標準正規分布の zα を上側 100%α 点、 Z = (gn1−gn2)/
√
Sg(0)/n1 + Sg(0)/n2 として |Z| ≤

zα/2 ならば収束をしていると判定する。

Cowles and Carlin (1996)は、この方法はスペクトルウィンドウのとりかたに左右されやすいことを指
摘している。

6.2.2 Gelman and Rubin (1992)

Gelman and Rubin (1992)は、均衡分布が正規分布であるマルコフ連鎖を考えて、発生された標本の
分布を t 分布によって（従って分散の大きな分布で）近似し、その分散が正規分布の分散に近いかどう
かによって連鎖の分布が収束しているかどうかを判断しようとした。具体的には次のようなステップを
踏んで行われる。

(1) １つの連鎖の長さが 2n であるような m(≥ 2) 個の独立のマルコフ連鎖を発生させる。第 i の
連鎖の第 j 番目の観測値を Xij とおく。 (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , 2n) とする。

(2) (1)で得られたデータで、各連鎖について最初の n 個の分を初期値に依存するものとして捨てて、
残りの後半の n 個を用いて次の

√
R を計算する。

√
R =

√(
n− 1
n

+
m+ 1
m

B/n

W

)
df

df − 2
,

B

n
=

∑m
i=1(xi. − x..)2

m− 1
, xi. =

∑2n
j=n+1 xij

n
, x.. =

∑m
i=1 xi.

m

23



W =
∑m

i=1 s
2
i

m
, s2i =

∑2n
j=n+1(xij − xi.)2

n− 1

df =
2V̂ 2

ˆV ar(V̂ )
, V̂ =

n− 1
n

W +
m+ 1
mn

B

ˆV ar(V̂ ) =
(
n− 1
n

)2 1
m

∑m
i=1(s

2
i −W )2

m− 1
+
(
m+ 1
mn

)2 2B2

m− 1

+
2(m+ 1)(n− 1)

mn2

n

m

{∑m
i=1(s

2
i −W )(x2

i. − x2
. .)

m− 1

−2x..

∑m
i=1(s

2
i −W )(xi. − x..)
m− 1

}
, x2

. . =
∑m

i=1 x
2
i.

m

ここで B/n は連鎖間での変動を、 W は各連鎖内の変動を表わしている。

Gelman and Rubin (1992)は、この
√
R が 1に近いかどうかで収束を調べ、 1に近い場合には収束し

ていると考えて各連鎖の後半 n 個の系列をあわせて均衡分布の標本（最初の n 個は初期値に依存して
いると考えられるため）とし、 1に近くない場合には収束が起こっておらずに標本が初期値に依存して
いると考え、 n の値を大きくして再び連鎖を発生させてから

√
R を計算することを提案した。これは

基本的に均衡分布が一次元分布の場合に考えられたものであるが多次元分布の場合には各変数に対して
この

√
R を計算してこれを用いて総合的に収束の判定を行うことになる。

この方法はどんなマルコフ連鎖モデルにも応用が可能だが、正規分布の理論を基礎に考えられている
ため、均衡分布が正規分布とかなり異なる場合には注意が必要である。たとえばGelman and Rubin
(1992)も指摘しているように均衡分布が 2峰型であるときに m 個の連鎖の初期値がすべて一方のモー
ドの周辺であり n の値が小さいときにはそのモードの周辺ばかりで標本の発生が行われて収束したと誤
認し、もう一方のモードを検出できないことが起こりうるからである。これを防ぐためには均衡分布の
形状に関する情報をできるだけ得て、初期値も均衡分布の台に広く散らばるように発生させることが必
要である。このGelman and Rubin (1992)の方法も S のプログラムとしてカーネギーメロン大学統計
学部の Statlibで公開されている。

6.2.3 再生時間 (regeneration time)

Mykland, Luke and Yu (1995)は確率過程の再生時間を利用して、観測されたマルコフ連鎖が収束し
ているかどうかを図を用いて判断しようとした。この方法は、すべてのマルコフ連鎖に応用可能である
が、応用が簡単なのは主としてM-Hアルゴリズムの独立連鎖である。
確率過程 {Xn : n = 0, 1, . . .} は、時点 Ti において (T0 ≤ T1 ≤ · · ·) その将来の過程が過去の過程
とは独立であり、かつ過去の過程と同じ分布に従うとき再生的であるといわれる。Mykland, Luke and
Yu (1995)はモンテカルロ法によって発生させられるマルコフ連鎖が収束をしているならば、その再生
時間は安定しているはずであり、再生時間と次の再生時間の間の長さである tourの長さが安定している
と考えた。そこで Ti/Tn を i/n (i = 1, 2, . . . , n) に対してプロットし、それが傾き１の直線上にそっ
ていれば連鎖は収束しており、直線から乖離して不規則な動きを示していれば連鎖は収束していないと
判断すればよいとした。このプロットは SRQ (scaled regeneration quantile)プロットと呼ばれる。
ここでは独立連鎖のM-Hアルゴリズムを例に考える。まず q(x, y) = f(y) はルベーグ測度上で定義
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されているものとし、 w(y) = π(y)/f(y) として初期値 X0 を f(y) min(w(y)/c, 1) に比例する密度
関数をもつ分布から棄却法によって発生させる。次にマルコフ連鎖 Xn の再生時間 T をみつけるため
に Splitting変数 Sn という過程を定義する。 Sn は独立連鎖の次の候補点 Xn+1 を発生させて棄却
されたら Sn = 0 とし、受容されたら Sn を次のような r(x, y) を成功確率とするベルヌーイ確率変数
とする。

r(x, y) =




max{ c
w(x) ,

c
w(y)} w(x) > c かつ w(y) > cのとき

max{w(x)
c , w(y)

c } w(x) < c かつ w(y) < cのとき
1 それ以外のとき

Mykland, Luke and Yu (1995)は、 Sn = 1 となる時点が確率過程の再生時間 T であることを証明
した（Theorem 1, 2, 3)。もし Sn = 1 で

∑n
j=1 Sj = i ならば、 Ti = n となる。こうして得られた

T1, T2, . . . , Tk を用いて SRQプロットを作り、収束の判定を図により行う (初期値は T0 = 0 を満たす
ようにとるので直線は原点から始まり (1,1)で終わる）。

tourの長さの期待値は、
∫
(π(x)/w(x))dx/[

∫
min{√c/w(x), 1/

√
c}π(x)dx]2 で与えられる。独立連

鎖のなかでも棄却法を用いる場合には f(x) ∝ min(π(x), ag(x)) として上の r の代わりに

r(x, y) =

{
1 π(x) ≤ ag(x) あるいは π(y) ≤ ag(y)のとき
min{ag(x)

π(x) ,
ag(y)
π(y) } それ以外のとき

とすればよい。 q(y, x) = q(x, y) であるようなM-Hアルゴリズムやギブスサンプラーへの応用の仕方
についてもMykland, Luke and Yu (1995)は言及しているが、すべての場合に簡単に適用できるとはい
えない。

6.2.4 Heidelberger and Welch (1983)

Heidelberger and Welch (1983)は「マルコフ連鎖が一様エルゴード性を持つ」という帰無仮説を検定
する方法を与えている。もし、マルコフ連鎖 θ(i) (i = 1, 2, . . . , n) が一様エルゴード的であるならば、
S(0) をスペクトル密度関数の推定値を 0で評価したものとすると

Bn(t) =
∑[nt]

i=1 θ
(i) − [nt]θ√
nS(0)

, 0 ≤ t ≤ 1

の分布が近似的にBrownian bridgeであることからCramer-von Mises統計量
∫ 1

0
B2

n(t)dt

（統計量は数値積分によって計算される）を用いて次のようなプロセスで収束の判定は行われる。

(1) まず、反復回数の上限として jmax 、平均の信頼区間の 1/2の幅の (平均に対する）相対的な大き
さを ε と決めて、試験的に j1 = 0.1jmax 回だけ反復を行う。

(2) 反復したうちの後半 50%を使ってスペクトル密度の推定値 S(0) を計算し、検定を行う。
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(3) もし帰無仮説が棄却されたら、 θ(i) の最初の 10%を除いて検定を再び行う。それでも棄却され
れば、さらにまた同じ 10%の長さだけ除いて検定を行うということを繰り返し、受容されれば (5)
に行き、そうでなければ残りの長さがもとの 50%になるまで続け、 (4)に進む。

(4) 検定のための反復回数が十分でないため、さらに反復を行い合計でこれまでの 1.5倍分の反復をし
（ただし jmax を超えない）、 (2)に戻る。反復回数が jmax でも棄却されたときには連鎖は収
束していないと結論する。

(5) 帰無仮説が受容されたときの検定に使ったすべての θ(i) （ n∗ 個とする)を用いて平均、スペク
トル密度を推定し直して θ

∗ , S∗(0) とすると zα/2

√
S∗(0)/n∗ < εθ

∗ ならば収束していると判
定し作業を終了する。そうでなければ (4)のように反復をさらに行って (2)に戻る。

この方法はすべてのマルコフ連鎖に適用できるが、その検定は連鎖の初期値に依存する長さに対して jmax

が小さすぎると検出力が低いことが指摘されている。

6.3 単一連鎖と複数連鎖のどちらがよいのか

事後分布・均衡分布からのサンプリングを行う場合、 (1) 初期値からはじめて長い 1つの系列, 単一
連鎖 (single chain)を発生させ、そのサンプルを使って推論を行う方法と (2) 初期値から (1)よりは短
い、複数の連鎖 (multiple chain)を発生させてそれらの最後のサンプルを用いて推論を行う方法の２つ
がある。複数連鎖の場合は初期値をうまくとらなければ、得られたサンプルが均衡分布に十分収束して
いない可能性があり間違いをおかしやすい。単一連鎖でもサンプルが均衡分布の一部だけをひろってい
てまだ他の部分をサンプルしていないのにあたかも収束しているように勘違いしてしまう可能性がある
(“ you’ve only seen where you’ve been”)が、長い系列の方が全体を拾う可能性が高いので現在では単
一連鎖のほうが複数連鎖よりもどちらかといえば望ましいと考えられている。

6.4 初期値の問題 -完全シミュレーション

図 4でも見たように初期値が均衡分布から離れたところから始まると、均衡分布に収束するまでに burn-
in期間をもうけなければならない。そこで初期値を均衡分布から発生させるためのアルゴリズムとして
Propp and Wilson (1996)による完全シミュレーション (perfect simulation)アルゴリズムが提案
された（もともとは exact samplingと呼んでいたがKendall (1998)により perfectと改めて名付けら
れた)。まず x の状態空間が有限個 ( k 個)である場合を考えて、標本を −m 時点から発生させはじめ
て初期値を 0時点で発生させる。状態空間のどこから標本の発生を開始しても、サンプリングに用いる
乱数を同じにとる限り、いったん同じ状態に入ればそれ以降は同じ標本経路をとることになる。従って
十分 m を大きくとれば異なる k 個の状態から k 個のマルコフ連鎖を走らせても (サンプリングに用
いる乱数を同じにとる限り) 0時点かそれ以前において、すべて同じ標本経路になるはずである (このよ
うなサンプリングを coupling from the past, CFTPという)。そのようにして得られた 0時点での標本
は均衡分布からの標本となる。しかし k が小さくない限りそのようなサンプリング方法は計算負荷が大
きい。そこでPropp and Wilson (1996)は単調性という仮定をおいて計算負荷の小さい方法を提案し
た（また、その際の m の期待値に関する上限がGibbs, 2000で示されている）。その後、完全シミュ
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レーションはさまざまに拡張されており、特にMurdoch and Green (1998)では状態空間が連続な空間
である場合についていくつかの例を考慮している。

6.5 収束を加速させる方法

サンプリングするパラメータ θ の次元が大きい場合に、モデルの構造によっては θ の成分を 1つず
つ発生させていると得られた標本の自己相関が非常に高くなり、均衡分布への収束が遅くなることがあ
る（例：確率的ボラティリティモデル, 順序プロビットモデルなど）。このような場合、収束を速めるた
めにいくつかの方法が提案されている。

図 5: Sigle moveとMulti-moveでの標本経路
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図 6: Sigle moveとMulti-moveでの標本自己相関関数
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第 1はブロック化 (blocking)といい、パラメータをいくつかのブロックに分けて、ブロックごとに標
本を発生させる方法である。例えば θ = (θ1, . . . , θ10)′ ならば θi を一つずつ発生させる (single move
としばしばいう）のではなく (θ1, . . . , θ3)′, (θ4, . . . , θ6)′, (θ7, . . . , θ10)′ という 3つのブロックを発生
させることを繰り返す (multi-move)のである。これにより標本の自己相関が飛躍的に小さくなることが
知られている。図 5では、パラメータが 1000個あり θ = (θ1, . . . , θ1000)′ であるようなモデルで θ500

の標本経路を single moveとmulti-move (ブロックの個数は 10個)についてプロットしたものである。
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multi-moveでは事後分布からまんべんなくサンプリングしているのに対して single moveでは前回の標
本の値に強く依存して偏ったサンプリングしかできず、均衡分布からのサンプリングがなかなか進まな
いことが見ててとれる。図 6は得られた標本の標本自己相関関数であるが、multi-moveではほとんど 0
であり直前の標本に依存していないのに対して、 single moveでは標本自己相関が高く、以前の値に縛
られていることがわかる。もっともブロックのサイズを大きくすると、条件付き分布からの発生が難し
くなりやすいので適当なサイズを見つけるのには試行錯誤が少し必要である。確率的ボラティリティモ
デルのように非線形な時系列モデルにおける潜在変数のサンプリングについて Shephard and Pitt (1997)
がmulti-moveの有効性を示している。3

第 2はパラメータの変換 (reparameterization)である。パラメータの変換によってサンプリングする
空間が変わり、分散分析モデルや順序プロビット、変量効果ポアソンモデルのパラメータのサンプリン
グに有効であることが知られている (例えばChen, Shao and Ibrahim, 2000を参照）。またパラメータ
の変換ではないが、 Liu and Wu (1999)による parameter expanded data augmentationアルゴリズ
ムや Liu and Sabatti (2000)による generalized multigridモンテカルロ法では通常のMCMCのステッ
プに加えてパラメータすべてにある確率変数を加えたり、かけたりするステップを加えることにより標
本の自己相関を減少させることができるとしている。
その他, 均衡分布が多峰型分布のような場合に局所的なサンプリングしてしまう危険を減らし、全体を
サンプリングできるように重み変数をサンプリングの空間に新たに加えてサンプリング空間を拡大（aug-
ment）する方法が Liu, Liang and Wong (2001)により dynamic weightingアルゴリズムとして提案さ
れている。

7 収束に関する理論的結果

以下では収束に関する理論的結果についていくつか紹介する。より包括的で詳しい説明はRobert and
Casella (1999)やPolson (1996)を参照されたい。

7.1 一般的な結果

マルコフ連鎖によって発生された系列の分布の収束に関する証明はTierney (1994)にあり、その証明
はNummelin (1984)に大きく依存している。まず E を空間 E 上の σ− fieldとし、 (E, E) 上のマ
ルコフ推移核 P : E × E → [0, 1] を (i) すべての固定された集合 A ∈ E について P (., A) は可測
である、 (ii) すべての固定された x ∈ E について P (x, .) は (E, E) 上の確率測度である、とする。

定理 7.1.1 (Tierney, 1994のTheorem 1)
P が π 既約で πP = π を満たすとき、 P は正再帰的 (positive recurrent)であり π は P の唯一
の不変分布である。もし P がまた非周期的ならば π に関してほとんどすべての x について ||Pn(x, ·)−
π|| → 0 (ただし、 || · || は total variation distanceを表わす）が成り立つ。もし P がHarris再帰的
(Harris recurrent)であるならば、この収束はすべての x について成り立つ。

3ただしアルゴリズムに一部誤りがある (Watanabe and Omori, 2001).
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※再帰的 (recurrent)であるとは、どんなところから（ただし確率が正であるところ。 “for almost ev-
ery starting value”)出発しても、確率 1で再びもとの場所に無限回帰ってくるという性質で、確率的に
連結 (connected)しているという意味でもある。さらに 正再帰的 (positive recurrent）であるというこ
とは定常分布が存在するということを意味する（また X が正再帰的ならば、 X は再帰的である)。さ
らにHarris再帰的とは状態空間のどんなところから出発しても (“for every starting value”)、確率 1で
再びもとの場所に無限回帰ってくるという性質を意味する。
同様な定理はChan (1993)のTheorem 1.1でも与えられている。Tierney (1994)のTheorem1, The-

orem 2, Corollary 1から

系 7.1.1 P が π -既約で πP = π を満たし非周期的であるとする。もし P (x, ·) が π に関してす
べての x について絶対連続ならば、すべての x について ||Pn(x, ·) − π|| → 0 が成り立つ。

7.2 M-Hアルゴリズムの収束

M-H(Metropolis-Hastings)核 PMH の収束についてはTierney (1994)のTheorem1, Theorem 2,
Corollary 2から次が成り立つ。

系 7.2.1 PMH が π -既約で非周期的ならば、すべての x について ||Pn
MH(x, ·)− π|| → 0 が成り立

つ。

PMH の既約性の条件には次がある。

補題 7.2.1 (1) (Roberts and Smith, 1994のTheorem 3 (ii)). もし (i) q(x, y) が π -既約であり、
(ii) q(x, y) = 0 と q(y, x) = 0 が同値であるとき（つまりすべての (x, y) ∈ E × E について
α(x, y) > 0 であるとき） PMH は π -既約である。

(2) (Mengersen and Tweedie, 1996の Lemma 1.1). もしすべての x ∈ E について π(y) > 0 が
q(x, y) > 0 を意味するならば、 PMH は π -既約である。

PMH の非周期性の十分条件としては次がある。

補題 7.2.2 (1) (Nummelin, 1984の Section2.4). PMH は π -既約で π({x : r(x) > 0}) > 0 なら
ば非周期的である。

(2) (Mengersen and Tweedie, 1996の Lemma 1.2). もし、 π(x) と q(x, y) がすべての (x, y) に
ついて正で連続であるならば PMH は非周期的であり、 µ(C) > 0 ( µ はルベーグ測度）である
ようなすべてのコンパクト集合 C は small setである。

(3) (Roberts and Smith, 1994のTheorem 3 (i)). もし q(x, y) が非周期的か、あるいはある数 n ≥
1 について Pr(Xn = Xn−1) > 0 が成り立つならば PMH は非周期的である。

また Smith and Robersts (1993)のAppendixにも収束に関する結果がコンパクトにまとめられてい
る。これらをまとめるとMengersen and Tweedie (1996)の Lemma 1.1, Lemma 1.2とTierney (1994)
のTheorem 1, Corollary 2に基づいて
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命題 7.2.1 π(x) と q(x, y) がすべての (x, y) について正で連続で πPMH = π であるならば PMH

はすべての x について ||Pn
MH(x, ·) − π|| → 0 を満たす。

ことがわかる。

7.3 ギブスサンプラーの収束

ギブスサンプラーについてはそれぞれのケースで系 7.1.1を確かめることによって収束を導くことがで
きる。Chan (1993)もギブスサンプラーの収束の十分条件を次のように与えている。

定理 7.3.1 (Chan, 1993のTheorem 1.2). π(x) が状態空間 E 上のすべてにおいて正であるならば、
ギブスサンプラーによるマルコフ連鎖はエルゴード的である（従って収束する）。

Chan (1993)は、さらに状態空間 E 上で π(x) > 0 となるための十分条件を示している (Condition
(C2))。Roberts and Smith (1994)も次のようなギブスサンプラーの収束の十分条件を与えている。

補題 7.3.1 (Roberts and Smith, 1994のTheorem 1& 2).

• 状態空間の測度が離散測度であるとき、ギブスサンプラーの推移核 P は定義可能で非周期的であ
る。従って P が π -既約ならばギブスサンプラーは収束する。

• 状態空間の測度がルベーグ測度であるとき、 π が 0で下に半連続で、
∫
π(x)dxi がすべての i

について局所有界であり、 E が連結されているならば P は π -既約でギブスサンプラーは収束
する。

7.4 組み合わせアルゴリズムの収束

変数がたくさんあり、乱数発生をすべて同時にではなく１回に１変数ずつ発生させていくM-Hアルゴ
リズムの収束については次のような結果が得られている。

定理 7.4.1 (Chan and Geyer, 1994のTheorem 1).
１回に１変数ずつ乱数発生させていく Rd 上の PMH が、ルベーグ測度に関して絶対連続である均衡
分布 π をもつとする。このとき PMH がHarris再帰的であるための十分条件は、すべての条件つき推
移核（無条件推移核 PMH を含む）が、条件つきの均衡分布と測度に関して固定された変数のいかなる
値に対しても既約であることである。

従って、さらにこの PMH が非周期的であればすべての x について ||Pn
MH(x, ·) − π|| → 0 を満た

す。その他、データ拡大法の収束に関しては次の正規条件の下で重要な結果がTanner and Wong (1987)
に示されている。

定理 7.4.2 K が正規条件「K(θ, φ) =
∫
π(θ|Z, Y )π(Z|φ, Y )dZ が一様に有界で θ に関して equicon-

tinuousである。また、いかなる θ0 ∈ θ についても θ0 の開近傍 U が存在し、すべての θ , φ ∈ U

について K(θ, φ) > 0 である。」を満たすとき

1. g∗(θ) = π(θ|Z, Y ) が唯一の g(θ) =
∫
K(θ, φ)g(φ)dφ を満たす確率密度関数である。
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2. 初期値 g0 が supθ |g0(θ)/π(θ|Z, Y )| <∞ を満たすならば∫
|gi(θ) − π(θ|Z, Y )|dθ → 0 as i→ ∞ .

標本空間が有限な場合には、ある条件のもとで真の事後分布に O(logn) 回（ただし n はデータの個
数）の繰り返しののちに収束することがRosenthal (1993)によって証明されている。

7.5 収束の速度

7.5.1 収束速度の種類

マルコフ連鎖が収束する速度に関する理論的な結果は、さらに強い仮定を加えることによって証明さ
れている。正Harris再帰的で非周期的なマルコフ連鎖はエルゴード的であるといわれるが、次のように
エルゴード性には、通常のエルゴード性よりも強いものとして (1)二次のエルゴード性、 (2)幾何エル
ゴード性、 (3)一様エルゴード性があり、 (3)は (2)を、 (2)は (1)を、 (1)は通常のエルゴード性を意
味するという関係になっている。

(1) 二次のエルゴード性. SB を集合 B への到達時間とする。不変分布 π をもつエルゴード的な連
鎖は π(B) > 0 であるすべての B ∈ E について ∫

B π(dx)Ex[S2
B ] < ∞ を満たすとき、二次の

エルゴード性をもつ。このとき π に関してほとんどすべての x について次が成り立つ。

n||Pn(x, ·) − π|| → 0.

(2) 幾何エルゴード性、幾何収束. 不変分布 π をもつエルゴード的なマルコフ連鎖は、非負の π 可
積分な拡張された実数値関数 M (x) と正の定数 r < 1 が存在して、すべての x について次が成
り立つとき幾何エルゴード性をもつ、幾何収束をするという。

||P n(x, ·) − π|| ≤M (x)rn

(3) 一様エルゴード性. 不変分布 π をもつエルゴード的なマルコフ連鎖は、正の定数 M と正の定数
r < 1 が存在して、すべての x について次が成り立つとき一様エルゴード性をもつという。

sup
x∈E

||P n(x, ·) − π|| ≤Mrn

一般に二次のエルゴード性の条件を確かめるのは難しいので、通常、幾何エルゴード性か一様エルゴー
ド性の条件について調べられている。

7.5.2 収束速度を証明する道具

収束の速度を証明するのに必ずといっていいほど用いられる、幾何エルゴード性や一様エルゴード性
の十分条件がminorization条件と drift条件である。
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• [Minorization条件] π -既約な P は、整数 m ≥ 1, 定数 β > 0, 集合 C ∈ E , E 上の確率測
度 ν について

π(C) > 0, βν(·) ≤ Pm(x, ·) for all x ∈ C

を満たすとき、minorization条件 M(m,β,C, ν) を満たすという。また、もし P がある m,β, ν

についてminorization条件 M (m,β,C, ν) を満たすとき、集合 C は P の small setであると
いう。

※minorization条件は初期値 x0 ∈ C からマルコフ連鎖を m 回走らせると、 Xm+1 を確率
β で ν によって発生する（従って Xm には依存しない)ことができること、そしてその場合初
期値に依存しなくなることを意味する (Athreya and Ney, 1976, Robert and Casella, 1999の 149
頁)。

• [Drift条件] Xn がエルゴード的であるとき、非負の実数値 E -可測関数 g, small set C, 定数
r > 1, 整数 m ≥ 1 が存在して

sup
x∈Cc

E [rg(Xn+m) − g(Xn)|Xn = x] = sup
Cc

(rPmg − g) < 0

sup
x∈C

E [g(Xn+m);Xn+m ∈ Cc|Xn = x] = sup
C
Pm(1Ccg) <∞

であるとき drift条件を満たすという。

※ drift条件では Xn が状態空間の中心部 C から離れたときには（エネルギー関数） g を小さ
くするように動いていくと解釈できる。

drift条件は g を g : E → [1,∞] である実数値関数、 C を small setとし、 E(g(X1)|X0 = x) ≤
λg(x) + bI[x ∈ C] ( λ < 1, b <∞ )というように表現することも多い (Meyn and Tweedie, 1993)。

命題 7.5.1 (Tierney, 1994のProposition 1. Chan, 1993のTheorem 2.1). Xn がエルゴード的で
drift条件を満たすとき、 Xn は幾何エルゴード性をもつ。もし g が有界であるならばすべての x に
対して ||Pn(x, ·)−π|| ≤ ρn(a+ bg(x)) となるような a, b, 0 < ρ < 1 が存在し、 Xn は一様エルゴー
ド性をもつ。

ギブスサンプラーへの応用例はChan (1993)を参照するとよい。幾何エルゴード性における収束速度
の上限については、Meyn and Tweedie (1994), Mengersen and Tweedie (1996), Rosenthal (1995a,
1995b, 1996a)などが一般的な条件のもとで導いているが、実用の目的には十分とはいえない（例外的に
Rosenthal, 1996bが James-Stein 推定量に関連するモデルの中で意味のある上限を示している）。一様
エルゴード性における収束速度の上限については、次のような結果が得られている。

定理 7.5.1 (Tierney, 1994のProposition 2. Mengersen and Tweedie, 1996のTheorem 1.3).マルコ
フ推移核 P が一様エルゴード性をもつための必要十分条件は状態空間 E 全体が small setであること
である。さらに P がminorization条件 M(m,β,E, ν) を満たすならば、

||P n(x, ·) − π|| ≤ (1 − β)[n/m]

である（必要十分条件の別の表現はMengersen and Tweedie, 1996を参照）。
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7.5.3 M-Hアルゴリズムの収束速度の証明

独立連鎖の PMH については

定理 7.5.2 (Tierney, 1994 のCorollary 4. Mengersen and Tweedie, 1996のTheorem 2.1.)独立連鎖
の PMH は、ある β > 0 が存在して

f(y)
π(y)

≥ β, y ∈ E

ならば PMH は一様エルゴード性をもち、

||Pn
MH(x.·) − π|| ≤ (1 − β)[n]

である。

この他、Mengersen and Tweedie (1996)は q(x, y) = q(x − y) = q(y − x) であり状態空間が R

の PMH は一様エルゴード性をもたない (Theorem 3.1)が、ある条件のもとで幾何エルゴード性をも
つことを証明し (Theorem 3.2)、状態空間が Rn の場合への拡張を π が指数型分布族に属する場合に
Roberts and Tweedie (1996)で行っている (Theorem 2.1)。

7.5.4 ギブスサンプラーの収束速度の証明

Geman and Geman (1984)は有限な状態空間について、均衡分布が正符号条件（Besag, 1974)を満た
すときギブスサンプラー が幾何収束をすることを証明した。より一般的な場合についてはChan (1993)
において幾何エルゴード性のための条件 (Theorem 2.1) が導出されており、ギブスサンプラーへの応
用例も豊富に与えられている。Roberts and Polson (1994)は定理 7.5.1の結果や (Lemma2)、ギブス
サンプラーの収束を調べやすくするためにコンパクト性と連続性による条件を示している（Theorem 1,
Corollay 2, 3）。また Shervish and Carlin (1992)は測度 µ(A) =

∫
A(1/π(y))dλp(y) , (ただし λp は

λp = λ1 × · · · × λp である直積測度）を定義し、この測度に関して二乗可積分な関数のヒルベルト空間
H を用いて、幾何エルゴード性を導いた（この結果はBaxter and Rosenthal (1994)で一般の P のた
めに拡張された）。同様な結果を Liu, Wong and Kong (1995)も証明している。

7.5.5 組み合わせアルゴリズムの収束速度

最後に、同じ不変分布をもつ推移核を組み合わせた場合、先に説明した混合型では推移核の一つが一
様エルゴード性をもてば全体も一様エルゴード性をもつのに対して、循環型では推移核の一つがminoriza-
tion条件 M(1, β,E, ν) をある β と ν について満たすとき全体も一様エルゴード性をもつことが知ら
れている（Tierney, 1994のProposition 3&4)。たとえば、組み合わせの中に重み関数 w = π/f が有
界な独立連鎖のM-H核があれば全体として一様エルゴード性をもつ。

7.6 関数の期待値の収束

マルコフ連鎖モンテカルロ法を用いで π 可積分な関数 f の期待値 E[f(x)] を求める場合、その推
定量は

f̂n =
1
n

n∑
i=1

f(xi)
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となる。エルゴード性をもつ系列を使った推定量の漸近的な性質は大数の法則に基づいて次のように得
られている。

定理 7.6.1 (Roberts and Smith, 1994のTheorem 1). 推移核 P が π -既約で非周期的であり実関数
f が E|f(X)| <∞ を満たすならば、確率１で f̂n → E[f(X)] である。

定理 7.6.2 (Tierney, 1994のTheorem 3). Xn がエルゴード的で均衡分布 π を持ち、実関数 f が
E|f(X)| <∞ を満たすならば、初期分布にかかわらず確率１で f̂n → E[f(X)] である。

定理 7.6.3 (Tierney, 1994のTheorem 4). Xn が 2次エルゴード的で均衡分布 π を持ち、実関数 f

が有界ならば実数 σ(f) が存在して、初期分布にかかわらず
√
n(f̂n − E[f(X)]) ⇒ N(0, σ2(f)) であ

る。

定理 7.6.4 (Tierney, 1994のTheorem 5). Xn が一様エルゴード的で均衡分布 π を持ち、実関数 f

が E|f(X)|2 <∞ を満たすならば実数 σ(f) が存在して、初期分布にかかわらず
√
n(f̂n−E[f(X)]) ⇒

N(0, σ2(f)) である。

8 マルコフ連鎖モンテカルロ法を用いたベイズ推論

8.1 事後分布

マルコフ連鎖モンテカルロ法によって得られた標本に基づいてベイズ推論を行うことができる。各パ
ラメータの周辺事後分布は標本のヒストグラムに基づいて描くことができるし、事後分布の平均や標準
偏差は、得られた標本の平均、標準偏差として求めることができる。また信用区間 (credible interval)
も標本の順序統計量を用いて、 95%信用区間ならば (2.5%点, 97.5%点)とすればよい。
また事後平均の標準誤差を求めるには、得られた標本が時系列であることに注意して、ウィンドウを
用いた時系列の標本平均の分散推定量を求める式で計算する。あるいはマルコフ連鎖を n 回反復したと
きに Xi と Xi+n が近似的に独立であるように n を十分大きくとって N = nm 回の反復を行い、
X の関数 f(X) の標本平均 f =

∑N
i=1 f(Xi)/N を計算し、その分散を σ̂2

f/N , ただし

σ̂2
f =

n

m− 1

m∑
j=1

(f j − f)2, f j =
1
n

jn∑
i=(j−1)n+1

f(Xi)

とすればよい (batch meanによる方法)。

8.2 モデルの選択

モデル選択の基準としては周辺尤度 (marginal likelihood)やその比であるベイズ比 (Bayes Factor)が
よく使われる。もちろん、事前分布が非報知事前分布などで積分できないような場合には、それらの基
準を定義することができないので他のモデル選択の基準を用いることになるが、それらについては詳し
くはKass and Raftery (1995), Berger and Pericchi (1996), Berger and Mortera (1999)などを参照
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されたい。ここでは事前分布が積分可能な分布であることを仮定し、周辺尤度やベイズ比の計算方法に
ついて紹介する。
まず候補となるモデルが M1, . . . ,MK あり、その事前分布を π(Mi) とおく。 y を観測値とし、

θi, π(y|θ,Mi), π(θ|Mi) をそれぞれモデル Mi におけるパラメータ、 y の確率密度関数、パラメータ
の事前分布とする。すると Mi における周辺尤度は

π(y|Mi) =
∫
π(y|θi,Mi)π(θi|Mi)dθi

となる。またモデル Mi の Mj に対するベイズ比 Bij は

Bij =
π(y|Mi)
π(y|Mj)

=
π(Mi|y)/π(Mi)
π(Mj|y)/π(Mj)

と定義される。

8.2.1 重点的サンプリングによる推定

ここではモデル Mi で θi のサンプリングを行うことだけを考えることとし、すべての確率密度関数
は Mi の条件付けとする。また表記を簡単化するために Mi は条件に表記せず θi も θ とおく。周辺
尤度 m(y) = π(y|M) のもっとも単純な推定値はモンテカルロ積分を用いて

m̂MC(y) =
1
n

n∑
j=1

π(y|θ(j)), θ(1), . . . , θ(n) ∼ i.i.d. π(θ)

である。しかし、事前分布 π(θi) と尤度関数 π(y|θ) の形状が異なる場合にはこの推定量は精度が悪い
ことが指摘されている (Raftery, 1996)。特に尤度関数は事前分布より狭い領域に集中していることが多
いので、事前分布から発生した極端に大きな θ や小さな θ の値に影響されて不安定になりやすい。そ
こで重点的サンプリングの考え方を適用して

m(y) =
∫
π(y|θ)π(θ)

g(θ)
g(θ)dθ

より g(θ) から θ(1), . . . , θ(n) を発生させて

m̂IS(y) =
1
n

n∑
j=1

π(y|θ(j))π(θ(j))
g(θ(j))

を得る。もし g(θ) = π(θ) のとき m̂IS(y) = m̂MC(y) となる。もし g(θ) = π(θ|y) = π(y|θ)π(θ)/m(y)
とおくと基準化定数 m(y) がわからないので結局元に戻ってしまう。そこでGelfand and Dey (1994)
は

1
m(y)

=
∫

g(θ)
m(y)

dθ =
∫

g(θ)
m(y)π(θ|y)π(θ|y)dθ

=
∫

g(θ)
π(y|θ)π(θ)

π(θ|y)dθ
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であることを利用して θ(1), . . . , θ(n) を事後分布 π(θ|y) からのサンプルとすると

1
m̂GD(y)

=
1
n

n∑
j=1

g(θ(j))
π(y|θ(j))π(θ(j))

を提案した。もし g(θ) = π(θ) のとき

m̂(y) =


 1
n

n∑
j=1

1
π(y|θ(j))



−1

となり、Newton and Raftery (1994)によって提案された尤度関数の調和平均となる。しかしRaftery
(1996)による上記の推定量の比較によれば π(y|θ(j)) に 0に近い値のものがあると推定値が大きく変動
し不安定になってしまうという問題があるので、 n を十分大きくとるように (少なくとも n ≥ 5000 )
しなければならない。また m̂GD(y) の精度は g のとりかたに依存して非常に悪くなることもあるので
注意が必要である。

8.2.2 周辺尤度の恒等式に基づく推定

重点的サンプリングの方法では g を注意深くとらなければ精度の悪い推定値になってしまうためChib
(1995)はそういった問題のない、周辺尤度の推定方法を提案した。すべての θ に対して周辺尤度の恒
等式 (basic marginal likelihood identity)

m(y) =
π(y|θ)π(θ)
π(θ|y)

が成り立つ。従って
logm(y) = log π(y|θ) + log π(θ) − log π(θ|y)

となる。もし θ = θ∗ において π(θ∗|y) の推定値 π̂(θ∗|y) が得られれば

log m̂(y) = log π(y|θ∗) + log π(θ∗) − log π̂(θ∗|y)

によって安定的な周辺尤度の推定値を得ることができる。 θ∗ はどの値でもよいが通常、 θ の事後平均
などを使う。では π̂(θ∗|y) はどのように求めるのだろうか。 θ が p 個のベクトルごとにサンプルされ
るとして θ′ = (θ′1, . . . , θ′p), ψi−1 = (θ1, . . . , θi−1) , ψi+1 = (θi+1, . . . , θp) とする。すると π(θ∗|y) =∏p

i=1 π(θ∗i |y, ψ∗
i−1) であることから

log π̂(θ|y) =
p∑

i=1

log π̂(θ∗i |y, ψ∗
i−1),

π̂(θ∗i |y, ψ∗
i−1) =

1
n

n∑
m=1

π(θ∗i |y, ψ∗
i−1, ψ

i+1,(m)),

ただし、

ψ∗
i−1 = (θ∗1, . . . , θ

∗
i−1), ψi+1,(m) = (θ(m)

i+1 , . . . , θ
(m)
p ),
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である。
ところでこの方法は条件付分布の π(θ∗i |y, ψ∗

i−1, ψ
i+1,(m)) の基準化定数が知られていないと使うこと

ができない。従ってギブスサンプラーでは使うことができるが、M-Hアルゴリズムでは使うことができ
ない。そこでこの問題を解決するためにChib and Jeliazkov (2001)は以下のようなM-Hアルゴリズム
のための推定値を提案した。M-Hアルゴリズムにおいて点 θ から新しい点 θ∗ に移る確率を α(θ, θ∗)
とすると

α(θ, θ∗|y) = min
{
π(y|θ∗)π(θ∗)
π(y|θ)π(θ)

q(θ∗, θ|y)
q(θ, θ∗|y) , 1

}

である。ここで
α(θ, θ∗|y)π(θ|y)q(θ, θ∗|y) = α(θ∗, θ|y)π(θ∗|y)q(θ∗, θ|y)

であることに注意すると

π(θ∗|y) =
∫
α(θ, θ∗|y)π(θ|y)q(θ, θ∗|y)dθ∫

α(θ∗, θ|y)q(θ∗, θ|y)dθ =
Eπ(θ|y){α(θ, θ∗|y)q(θ, θ∗|y)}

Eq{α(θ∗, θ|y)}

となるから θ(l) ∼ i.i.d. π(θ|y) , θ̃(m) ∼ i.i.d. q(θ∗, θ|y) として

π̂(θ∗|y) =
1
L

∑L
l=1 α(θ(l), θ∗|y)q(θ(l), θ∗|y)
1
M

∑M
m=1 α(θ∗, θ̃(m)|y)

を得る。
この結果から ψi

−k を ψi から θk を除いた集合として

θ
(l)
k ∼ π(θk|y, ψ∗

i−1, ψ
i
−k), k = i, . . . , p,

θ̃
(m)
i ∼ q(θ∗i , θi|y, ψ∗

i−1, ψ̃
i+1,(m)), ψ̃i+1,(m) = (θ̃(m)

i+1 , . . . , θ̃
(m)
p ),

θ̃
(m)
k ∼ π(θk|y, ψ∗

i , ψ
i+1
−k ), k = i+ 1, . . . , p,

を用いることにより

π̂(θ∗i |y, ψ∗
i−1) =

1
L

∑L
l=1 α(θ(l)

i , θ∗i |y, ψ∗
i−1, ψ

i+1,(l))q(θ(l)
i , θ∗i |y, ψ∗

i−1, ψ
i+1,(l))

1
M

∑M
m=1 α(θ∗i , θ̃

(m)
i |y, ψ∗

i−1, ψ̃
i+1,(m)))

が得られる。Chib and Jeliazkov (2001)による例では周辺尤度の計算結果は L,M の大きさ ( 5000 ∼
20000 ), ブロック化の方法 (いくつのブロックに分けるか等), 提案された分布などに影響されないが、事
後分布からのサンプリングの効率が悪ければ計算精度は悪くなることが示されている。

8.2.3 モデルとパラメータの同時推定 -リバーシブルジャンプ法

これまではモデルが与えられたもとでの計算方法をみてきたが、ここではモデルのサンプリングも含
める計算方法について紹介する。モデルは Mj (j = 1, . . . ,K) で対応するパラメータは θj とおく。
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(1) Carlin and Chib (1995)はギブスサンプラーによるモデルとパラメータの同時サンプリングの方
法を提案した。まず尤度関数や事前分布 θ がモデルの条件付きで独立であるという仮定

π(y|θ,Mj) = π(y|θj ,Mj), π(θ|Mj) = π(θj|Mj)

を置いた。周辺尤度の計算には事前分布 π(θi|Mj) (i �= j) は不要なのでどのようにとってもよ
く、擬似事前分布 (pseudo-prior)といわれる（Carlin and Chib, 1995やGodsill, 1997では、で
きるだけ θi 事後分布に近いものを選ぶことにより、計算精度がよくなると指摘している)。この
ときギブスサンプラー

π(θj|θ1, . . . , θj−1, θj+1, . . . , θK ,Mi, y) ∝
{
π(y|θj ,Mj)π(θj|Mj) i = jのとき
π(θj |Mi) i �= jのとき

π(Mj|θ, y) ∝ π(y|θj ,Mj)π(Mj)
K∏

i=1

π(θi|Mj)

によってサンプリングを行う。得られた M (1), . . . ,M (n) を用いて

π̂(Mj |y) =
1
n

n∑
i=1

I(M (i) = Mj)

と推定すればよい。この方法は毎回 θi (i �= j) を擬似事前分布から発生させなければいけないの
で計算負荷が高いため、候補となるモデルの数 K が大きいときには適していない。

(2) Metropolised Carlin and Chibアルゴリズム。Dellaportas, Forster and Ntzoufras (1998)は (1)
の方法で生じた擬似事前分布からのサンプリング負荷を減らすためにM-Hアルゴリズムと組み合
わせて (1)を修正した。現在の状態が (Mi, θi) であるとき

(i) まずモデル選択のために提案された分布 q1(Mi,Mj) に従ってモデル Mj を選択する。

(ii) i = j ならば (1)と同様にギブスサンプラーによりモデル Mi の新しい θi を発生させる。

(iii) i �= j ならば (1)の擬似事前分布 π(θj|Mi) に従って候補 θj を発生させ、確率

min

{
1,
π(y|θj,Mj)π(θj|Mj)π(Mj)
π(y|θi,Mi)π(θi|Mi)π(Mi)

× q1(Mj,Mi)π(θi|Mj)
q1(Mi,Mj)π(θj|Mi)

}

で採択する。

ここでは (1)と異なり 1つの θj だけを発生すればよいので計算負荷を大幅に軽減できる。

(3) Green (1995)によるリバーシブルジャンプ (reversible jump)アルゴリズム。すべての θj , j =
1, . . . , K を毎回サンプリングするのではなく、候補となるモデルをまずサンプリングしてから、
そのモデルにおけるパラメータをサンプリングする。現在の状態が (Mi, θi) であるとき

(i) まずモデル選択のために提案された密度 q1(Mi,Mj) に従ってモデル Mj を選択する。

(ii) i = j ならば通常のM-Hアルゴリズムかギブスサンプラーで新しい θi を発生させる。
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(iii) i �= j ならば、まず確率変数 ui を提案された分布 q2(ui|θi,Mi,Mj) に従って発生させる。
また gij を (θi, ui) から (θj , uj) への単射 ( ui, uj は dim(θi)+dim(ui) = dim(θj)+dim(uj)
を満たす) としたとき、 (θj, uj) = gij(θi, ui) を確率

min

{
1,
π(y|θj ,Mj)π(θj|Mj)π(Mj)
π(y|θi,Mi)π(θi|Mi)π(Mi)

× q1(Mj ,Mi)q2(uj|θj ,Mj ,Mi)
q1(Mi,Mj)q2(ui|θi,Mi,Mj)

×
∣∣∣∣∂gij(θi, ui)
∂(θi, ui)

∣∣∣∣
}

で採択する。

Han and Carlin (2000)では (1)～ (3)と前述のChibの方法を含めたいくつかの方法によるベイズ比の
計算結果を比較している。 (1)が最も時間がかかる方法であるということ以外は、計算時間、計算精度
(Chibの方法については精度を調べていないが）、どの方法が最もすぐれているということは必ずしも
いえない、としている。

Green (1995)のリバーシブルジャンプ法は回帰係数の選択、時系列モデルの次数選択や変化点問題の
他、混合問題 (Richardson and Green, 1997,1998), ノンパラメトリック回帰 (Denison, Mallick and
Smith, 1998), グラフィカル正規モデル (Giudici and Green, 1999)やグラフィカル対数線形モデル
(Dellaportas and Foster, 1999), 対象識別 (Pievatolo and Green, 1998, Rue and Hurn, 1999), 要
因実験 (Nobile and Green, 2000), switching diffusion model (Liechty and Roberts, 2001), 不均一分
散の時系列モデルの選択 (Vrontos, Dellaportas and Politis, 2000)などにも用いられている。リバーシ
ブルジャンプMCMCのための収束の判定方法としてBrooks and Giudici (1999)ではグラフィカル正
規モデルを例に用いてGelman and Rubin (1992)とBrooks and Gelman (1998)を拡張した方法を提
案している。
またリバーシブルジャンプMCMCの代替的な方法として Stephens (2001)による birth-death MCMC
がある。異なるモデルへの移行を birth-death processによって行う方法で、計算負荷はリバーシブル
ジャンプ法とあまり変わらないが複雑なヤコビアンの計算は不要である。
モデル選択の方法として他には、回帰係数の選択のための確率的探索変数選択法 (stochastic search

variable selection, George and McCulloch, 1993)やBayesian model averaging (Madigan and Raftery,
1994, Madigan and York, 1995)などがあるが、モデル候補が多い場合には実行が難しくなる。詳しく
はChen, Shao and Ibrahim (2000)等を参照されたい。

9 おわりに

現在、マルコフ連鎖モンテカルロ法の応用や理論の進展にはめざましいものがあり、本稿では基本的
な考え方と最近の展開について紹介した。さまざまな分野における応用の紹介は紙数の制約上できなかっ
たので、また別の機会としたい。
マルコフ連鎖モンテカルロ法の実際の計算ではFortran, C言語やOX, GAUSS, MATLIB, S-Plus,

Rなどの行列言語を用いることが多いが、専用のパッケージも開発されている。もっとも有名なソフト
ウェアはBUGS(Bayesian inference Using Gibbs Sampling)で、イギリスのケンブリッジにある In-
stitute of Public HealthのMRC Biostatistics Unitにより開発されたシステムである（現在無料で提供
されており http://www.mrc-bsu.cam.ac.uk/bugsからダウンロードすることができる)。BUGSは行
列言語 (S-Plus言語の文法に従っている)で書かれたプログラムを実行し、事後分布の平均とその標準誤
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差、標準偏差、 95%信用区間のほか、標本経路、事後密度関数のカーネル推定値、標本自己相関関数な
どを出力してくれる。詳しい収束の判定は得られた標本を一旦ファイルに出力してからCODA (Con-
vergence Diagnostic and Output Analysis Software)やBOA (Bayesian Output Analysis)というプ
ログラムで行う。BUGSは現在 1次元の条件付分布からしか乱数を発生できないので、標本の自己相関
が高くてブロック化を必要とするようなサンプリングはまだできない。

CODAはMRC UnitでBest, Cowles and Vines (1995)によって開発された、BUGSのアウトプッ
トを用いてMCMCの収束を判定する S-Plusの関数群であり (S-Plus version 4.0まで対応）、CODA
という関数を起動するとさまざまなメニューが現れて収束の診断ができるようになっている。BUGSの
アウトプットはテキスト形式なので同様なフォーマットのファイルを作ればCODAを用いることができ
る。CODAは具体的にGeweke, Gelman and Rubin, Raftery and Lewis, Heidelberger and Welch
の診断方法の他、標本自己相関関数、標本経路、事後密度関数、事後平均、標準誤差、 95%信用区間を
出力する。最近ではRの関数群としても用意されている。またBOAはCODAをもとに作られており,
boa.menuという関数を起動してCODAとほぼ同じ機能を提供するが、Rと S-Plus5.0にも対応してい
る。CODAとBOAはともに上記のMRCのサイトからダウンロードすることができる。
このほか、ミュンヘン大学の Lang and Brezgerによって開発されたBayes Xというソフトウェアが
ある (無料で配布されており、 http://www.stat.uni-muenchen.de/ ∼ lang/bayesx/bayesx.htmlからダ
ウンロードすることができる)。 regressなどの簡単なコマンドで書かれたプログラムによって回帰分析、
ノンパラメトリック回帰、プロビット・ロジットモデル、多項プロビットモデル、ポアソン回帰などの
分析を行い、パラメータの事後分布の平均、標準偏差、 90%信用区間を出力するほか、計算結果をプロッ
トするための S-Plus関数が付属している。
最後に参考文献をいくつかあげておく。基礎的なテキストとしてはGamerman (1997)やGilks, Richar-

dosn and Spiegelhalter (1996), Gelman, Carlin, Stern and Rubin (1995)がよい。Robert and Casella
(1999)では収束の理論が詳細に解説されており、Chen, Shao and Ibrahim (2000)では最近開発された
手法を中心に解説がなされている。時系列分析への応用を中心としたテキストにはBauwens, Lubrano
and Richard (1999)があり、順序データへ応用したテキストには Johnson and Albert (1999)がある。
また日本語の文献は少ないが、繁桝 (1995)に基礎的な手法やギブスサンプラーについての説明があり、
伊庭 (1996)はマルコフ連鎖モンテカルロ法の統計学への応用について紹介している。和合 (1998)では
計量経済学における応用を中心としたマルコフ連鎖モンテカルロ法及びベイズ統計学の最近の発展につ
いて包括的なサーベイが行われていて、大変有用である。また確率的ボラティリティモデルを主とした
ファイナンスへの応用をまとめた渡部 (2000)は我が国ではまだ数少ない貴重なマルコフ連鎖モンテカル
ロ法の応用研究書である。今後、日本においても多くの研究が進んでいくことと思われる。
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